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ESTABILIDAD DE SISTEMAS ESTRUCTURALES DISCRETOS BAJO
CARGAS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS IMPULSIVAS SIKb'LTANEAS
Por Alejandro Tulio BREWER
RESUMEN
En esta tesis se estudia la estabilidad de sistemas mecánicos discretos
elásticos y conservativos sometidos a la acción simultanea de cargas
estáticas y dinámicas. Los objetivos son comprender las condiciones y
mecanismos mediante ¡os cuales el sistema pierde estabilidad y establece:
criterios para el análisis de estructuras sometidas a este tipo de cargas.
En la primera parte st presenta una revisión de los conceptos de
estabilidad, una síntesis de la teoría estática de perturbaciones, los
criterios de estabilidad de sistemas bajo cargas impulsivas y el estudio de
sistemas de un grado de libertad bajo cargas escalón, rectangulares e
impulsivas ideales. Posteriormente se analiza modelos de un grado de
libertad con cargas estáticas y dinámicas. Se determinan las expresiones
analíticas que permiten encontrar los diagramas de interacción entre cargas
estáticas y dinámicas y las condiciones que deben satisfacer los distintos
parámetros para que se presente un comportamiento inestable.
Para la solución de sistemas de múltiples gradas de libertad se propone lü
utilización de la teoría de perturbaciones estática como procedimiento para
aproximar cargas dinámicas. Se muestra cómo relacionar dicha teoría con
resultados existentes en la literatura utilizando expansiones a partir de
puntos críticos de equilibrio 3- posteriormente se generalizan los resultados
obtenidos para el modelo de un grado de libertad mediante perturbaciones a
partir de puntos regulares,
Varios ejemplos permiten comparar los criterios propuestos y diferenciar
dos aspectos en el comportamiento de los sistemas: el primero, de carácter
estático, es la existencia de puntos críticos de equilibrio; el segundo, de
carácter dinámico, es el tránsito desde la posición inicial de reposo hasta
alcanzar el punto crítico.
En todos los casos se concluye que la carga crítica dinámica debe
entenderse como un límite que se manifiesta por el comportamiento inestable
del sistema para valores crecientes del tiempo de escape del mismo.
Finalmente se evalúan y proponen distintos criterios para el análisis de
sistemas bajo cargas impulsivas.

THE STABILITY OF DISCRETE STRUCTURAL SYSTEMS UNDEK
STATIC AND IMPULSIVE DYNAMIC LOADS ACTING SJMULTANEOUSLY
by Alejandro Tulio BREWER
ABSTRACT
The stability of discrete mechanica] íe]astic and conservative) systems>
under the simultaneólas action of static and dvnarnic Joads is siudied in this
thesis. Theobjectivesare to understand themechanisms and corlditions under
which the system looses stability, and to establish criteriñ íor íhe
anaíysis of structures under this kind of loads.
In the firs part. a review of the concepts of siability, a summary of the
static theory of perturbations, the stability cnteria for systems under
impulsive loading, and the s tudy of one d.o.f. systems under siep.
rectangular and impulsive ioads is presented. A one d.o.f. niodel undtr
static and dynamíc loads is studied next. and analyticai expressions arr
found to evalúate interaction diagrarns for static and dynamíc loads. and the
conditions to be salisfied by the p&rameters of the system to nave ari
unstable behavior,
For tht soJutiori of múltiple d.o.f. systems. static perturbation
techniques are employed as a way to approximate íhe dynamic load. The thesis
shows how such theory may be related to existing results usine expansions
from critica] states. The results obtained are generalized by perturbations
from a regular state*
Severa! examples illustrate comparisons beíween the different criteriíi
proposed. Twoaspects are highlighted regarding the behaviorof thesystems.:
first (static), is the existence of critical equilibrium states; and second
{dynamic) is the transition from an initial state until a critical state is
reached.
In all cases it is concluded that the critical dynamic load has to be
understood as a Jimit; this limit is reJated to unstable behavior for
increasing valúes of time to reach an unbound motion. Finally, different
criteria are proposed and evaluated for the anaíysis of systems under
impuJsive loads.

ESTÁBIL IDADE DE SISTEMAS ESTRUCTURÁIS DISCRETOS SOB
CARREGAMENTOS ESTÁTICOS E DINÁMICOS IMPULSIVOS SIMULTÁNEOS
Por Alejandro Tulio BREWER
RESUMO
Nesta tese estuda-se e estabilidade de sistemas conservativos mecánicos
discretos no regime elástico submetidos á acáo de carregamentos estáticos e
dinámicos agindo simultáneamente. Os objetivos da tese sao: compreender as
condicdes diante as quais o sistema perde a estabíiidade e establecer os
criterios de análise de estruturas submetidab ó acóo desses carregamento».
Na primeira parte apresenta-se urna revisto dos conceitos da teoría da
estabilidade, e urna breve introducto na teoría estática das perturbares.
Expóe-se também os criterios de estabilidade de sistemas sob carregamento
impulsivo e urna abordagem no estudo de sistemas de um grau de l iberdade
submetidos a diversos tipos de carregamento como sao carregamento tipo
degrau, retaneular e impulsivo ideal. A seguir se faz urna análise de modelo?
com um grau de liberdade sob carregamento estático t dinámico. Nesta análist
se encentra a determinacáo das expressóes analíticas que possibilitáo achar
os diagramas de interasáo de cargas estáticas e dinámicas e as condicóes que
deveráo satisfazer os diferentes parámetros para gerar um comportamenta
insta vel.
Na solugáo de sistemas de múltiplos graus de liberdade, propóe-se a
utüizagáo da teoría estática das perturbacóes na forma de um procedimento
de obtencao do carregamento dinámico. Mostrare o uso desta teoría em
resultados oriundos da literatura afim, utilizando-se expansóes em pontos
críticos de equilibrio é generalizam-se os resultados obtidos para o modelo
de um grau de liberdade a través de perturbares em pontos regulares.
Diversos exemplos possibilitáo comparar os criterios propostos e
distinguir dois aspectos no comportamento dos sistemas: o primeiro,
estático, é a existencia de puntos críticos de equilibrio; o segundo,
dinámico, é a passagem desde a posigáo inicial de reposo até atingir o ponto
crítico. Para todos os casos conclui-se que o carregamento crítico dinámico
deve-se entender como o limite manifestado a través do comportamento
instável do sistema para valores crecentes no lempo de saida do mesmo.
Finalmente evaluam-se e propóe-se diversos criterios pare a análise de
sistemas sob carregamento impulsivo.
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C A P I T U L O
INTRODUCCIÓN
1.1 CONCEPTOS GENERALES SOBRE ESTABILIDAD DINÁMICA
La estabilidad dinámica de estructuras es bastante amplia e incluye no
solamente el comportamiento para cargas transistorias y periódicas sino
que estudia también la interacción de estructuras con otros medios. Por
este motivo el término .inestabilidad dinámica o pandeo dinámico se ha
utilizado para describir muchas clases de problemas y no es sorprendente
que se encuentren distintos usos e interpretaciones del mismo: resonancias
paramétricas, fuerzas seguidoras, inestabilidades producidas por
interacción fluido-sólido, etc.. Para comprender el alcance y áreas de
aplicación práctica, es necesario distinguir entre distintos tipos de
inestabilidad dinámica:
En primer lugar, la clase de problemas que caen en el área de ¡as
excitaciones paramétricas o resonancias paramétricas incluye uno de los
problemas mejor definidos y entendidos en ia literatura. Físicamente se
manifiesta cuando las amplitudes de la vibración causadas por una carga
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periódica se tornan inaceptablemente grandes para combinaciones críticas
de la amplitud de la carga, su frecuencia y el amortiguamiento de la
estructura. Un extensivo tratamiento de este tema comienza con los libros
de Stocker (1950) y de Bolotin (1964),
En segundo lugar, hay problemas que están relacionados con cargas
estáticas pero que se clasifican como no conservativos, (ver Zíegíer
(1968); estos problemas han sido agrupados por Herrmann (1967) en tres
grupos. El primero contiene los problemas de cargas seguidoras, el segundo
los problemas de ejes rotantes (whirling), y el tercero los problemas de
aeroelasticidad (flutter). Todos estos problemas también son llamados de
estabilidad dinámica. Para sistemas bajo cargas seguidoras Herrmann y
Bungay (1964) mostraron que se pueden presentar inestabilidades debido a
divergencia (previsibles por criterios estáticos de estabilidad) o flutter
(previsibles solamente por análisis dinámico o cinético). Algunos trabajos
pioneros importantes de inestabilidad por flutter son los de Dowell
(1969,1970), Morino (1969) y Korneckí (1970).
Otro tipo de problemas de estabilidad dinámica esta asociado con
vibraciones inducidas por el flujo de fluidos en tuberías: por ejemplo,
ver Paidoussis e Issid (1976), Chen (1981), Bonn y Herrmann (1974).
Finalmente otra clase de problemas de estabilidad dinámica que ha
recibido considerable atención es la que estudia sistemas sometidos a
cargas impulsivas de corta duración, y cargas repentinas de magnitud
constante y duración infinita. Esta tesis se refiere a esta clase de
problemas. Actuando en forma estática estas cargas están asociadas con
bifurcaciones o puntos límites. El comportamiento dinámico de estos
sistemas está caracterizado por el hecho de que para valores
suficientemente pequeños del parámetro de carga el sistema simplemente
oscila alrededor de la posición de equilibrio estático más cercana. Cuando
la carga se incrementa, algunos sistemas (estáticamente asociados con
bifurcaciones o trayectorias de equilibrio no lineales estables) presentan
oscilaciones de grandes amplitudes, mientras otros (estáticamente
asociados con bifurcaciones inestables o puntos límites) presentan
movimientos divergentes. Una excelente referencia es el libro de Simitses
(1990) en el que se presenta un estado actual del avance en este área y se
analiza la inestabilidad de sistemas utilizando el criterio energético.
Las primeras soluciones a esta clase de inestabilidad dinámica aparecieron
en la literatura en la década de 1950. Entre los primeros trabajos se
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Introducción Capitulo 1
1.2 OBJETIVOS Y ENFOQUE DE ESTE TRABAJO
Los objetivos principales de esta tesis son:
a) Comprender las condiciones y mecanismos mediante los cuales un sistema
en el que actúan cargas estáticas y dinámicas presenta un comporta-
miento inestable.
b) Establecer criterios para el análisis de estructuras sometidas a este
tipo de cargas.
En el análisis de la estabilidad de sistemas de múltiples grados de
libertad se presentan por lo menos dos enfoques posibles:
a) Utilizar un código no lineal dinámico, discretizar el problema, obtener
la solución en el tiempo y estudiar la estabilidad de la respuesta.
b) Aprovechar los conocimientos adquiridos en el estudio de sistemas
dinámicos no lineales y de la teoría de inestabilidad estática y
establecer las condiciones para que se produzca un cambio en la
estabilidad del sistema.
La primer alternativa requiere menos desarrollo, por lo que se hace más
directa; pero tiene un costo computacional alto y además no permite
clasificar el comportamiento, debido a que en el mejor de los casos se
obtienen soluciones para situaciones particulares.
La segunda alternativa tiene como objetivo clarificar las condiciones
necesarias para que se produzca un cambio en la estabilidad del sistema,
determinar los valores de las relaciones entre las cargas actuantes para
alcanzar el estado crítico y conocer los valores máximos del
desplazamiento, tratando de no integrar la respuesta en el tiempo. Estas
premisas definieron el enfoque de las tareas que se desarrollaron en esta
tesis, comenzando el análisis de sistemas simples para abordar luego los
más complejos.
1.3 CONTENIDOS
En los primeros capítulos, 2 al 5, se realiza una revisión de los
conceptos y definiciones básicos asociados con los problemas de
inestabilidad dinámica. En el Cap. 2 se presentan diferentes definiciones
de lo que puede entenderse por estabilidad, los métodos utilizados para
identificarla y una clasificación de los sistemas mecánicos basada en el
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C A P I T U L O
DEFINICIONES BÁSICAS
EN ESTABILIDAD
2.1 EL MODELO
Puede definirse a un sistema como a una combinación de elementos
interactuantes. Pueden ser clasificados como naturales o artificiales,
físicos o conceptuales, estáticos o dinámicos, etc.. En cualquier caso, un
sistema puede ser representado utilizando un modelo matemático. Sin embargo,
es importante tomar conciencia de que ningún sistema puede modelarse
exactamente y que la complejidad del mismo debe estar de acuerdo con los
objetivos perseguidos y con las herramientas disponibles para el análisis.
Un modelo muy simple no será capaz de reflejar ciertas características del
comportamiento y uno muy complejo puede oscurecer los resultados importantes
en un conjunto irrelevante de detalles.
Los conceptos de genericidad y de estabilidad estructural aparecen
frecuentemente asociados con los modelos (ver Huseyin 1986). En el proceso
de modelado el analista encuentra muy a menudo ecuaciones diferenciales,
cuya solución describe el comportamiento de un sistema. Si la elección dei
modelo no es adecuada uno se rodea de casos "excepcionales". Esta situación
puede ser evitada simplemente dejando de lado los casos excepcionales y
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considerando la familia restante y genérica de soluciones. El concepto de
estabilidad estructural surge del deseo de simplificar lo más posible los
casos genéricos complicados con la condición de que ciertas propiedades
adicionales sean satisfechas. En términos generales, las propiedades de un
objeto no deberían cambiar si el objeto en sí mismo sufre modificaciones
suaves. Un ejemplo simple es aquel relacionado con el número de ceros de una
función de una única variable [Guckenheimer (1979)]; este número no cambiará
si la función es variada suavemente, bajo la condición de que la función no
presente una derivada nula en conjunción con un cero de la función. Esta
propiedad de robustocidad puede ser interpretada como estabilidad
estructural. Es ciertamente importante conocer cómo cambia el comportamiento
de un sistema cuando sus ecuaciones cambian, y en primera instancia la
estabilidad estructural debiera ser una propiedad fundamental de todos los
modelos. Sin embargo, la literatura esta llena de modelos que desafían el
concepto de estabilidad estructural. El ejemplo típico es el oscilador
lineal, utilizado en una variedad de disciplinas
¿1 s Z2
zz = -Zj C2.1)
Este modelo es estructuralmente inestable, ya que cualquier perturbación
puede modificar su comportamiento en el espacio de estado 2j-22 ÍP°r
ejemplo, la introducción de amortiguamiento convertirá un centro en un
foco), pero ha servido indiscutiblemente para la comprensión identificación
y análisis de muchos sistemas reales. Entonces, si bien la estabilidad
estructural juega un rol importante en la construcción de modelos mecánicos,
debe desarrollarse cierto criterio en la aplicación de este principio para
que las simplificaciones e idealizaciones, que pueden ser cruciales para la
comprensión de un comportamiento real, no sean prematuramente descartadas
por tratar de resguardar celosamente dicho concepto.
Inicialmente deben identificarse ciertas cantidades que sean observables y
medibles y que definirán un estado. En un sistema mecánico dichas cantidades
son generalmente los desplazamientos y velocidades, que aparecen
relacionados con la energía del sistema. La elección de las variables de
estado, que deben ser independientes, no es única y dependerá del sistema
considerado. Elegidas las variables de estado, se establecen las leyes
básicas que describen la evolución del sistema. En un espacio de estado, y
si el sistema es discreto (esto es, que puede ser descripto por un número
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finito de variables de estado), se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Si el sistema es continuo el sistema de ecuaciones
será a derivadas parciales. Sin embargo existen muchas maneras de
discretizar un sistema continuo ya sea en su etapa de modelado o durante el
análisis (Galerkin, Rayleigh-Ritz, Diferencias Finitas, Elementos Finitos,
etc.). La forma general de las ecuaciones diferenciales es
z = Z(z.t) (2.2}
donde (*=d/dt) y z está constituido por las variables z/t) (i=l,2. . .n) que
representan el estado del sistema en el tiempo í. Las funciones Zi son
funciones suaves, es decir, que poseen derivadas continuas de todos los
órdenes. Si bien muchos sistemas pueden formularse en término de ecuaciones
diferenciales de segundo orden es inmediato que pueden reescribirse con la
forma de (2.2) introduciendo nuevas variables. Cuando el tiempo aparece en
forma explícita en la ecuación, el sistema se denomina no autónomo o
heterónomo.
Entre los distintos sistemas son de particular interés los sistemas
autónomos, cuya forma general es
z = Zíz) (2.3)
La sucesión de puntos descritpta por z en Rn se conoce como trayectoria o
movimiento del sistema. Si z permanece en una posición tal que satisface
z = ZE
±E = O (2.4)
entonces ZE representa un punto estacionario o un estado de equilibrio. De
las (2.4) se sigue que un estado de equilibrio satisface
Z(ze) = 0 V t (2.5)
Puede suceder que z(t) describa una trayectoria cerrada llamada órbita en la
que z(t)*0 para 0<t<T y z(T)=z(0) donde T>0 es el período; entonces la
órbita representa un movimiento periódico. La ecuación (2.3) puede exibir
distintas soluciones. Las transitorias decaen a cero para í que tiende a
infinito por lo que en general la atención se centra en los estados
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estacionarios que son los que permancen cuando los transitorios han
desaparecido. En otras palabras, las características sobresalientes del
sistema son aquellas que persisten durante un tiempo largo. De los estados
estacionarios, los más importantes son los de equilibrio y los movimientos
periódicos. De hecho se asume que para un sistema determinístico, las únicas
alternativas para un movimiento asintótico son éstas, sin embargo, está
claro a partir de los descubrimientos de Lorentz Í1963) que aun sistemas que
en primera impresión son simples, pueden exibir movimientos caóticos que
aparecen en forma aleatoria y por lo tanto impredecibles. Otros movimientos
están asociados con ciclos límites, que son órbitas periódicas aisladas
(ver, Nayfe y Mook 1979). Estos comportamientos aparecen cuando los términos
"disipativos" actúan con un signo cuando el sistema se mueve del lado
"interno" de la órbita o con otro si están del lado "externo".
2.2 EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD. FUNDAMENTES COMUNES
Es difícil dar una definición universal satisfactoria en todas las
aplicaciones y una variedad de definiciones (Leipholz 1974} pueden darse
según el contexto, sin embargo, en todas ellas existen conceptos básicos
comunes a toda noción de estabilidad.
Considérense los distintos estados de un sistema en un espacio de fase.
Entre los posibles estados del sistema, se elige uno como estado no
perturbado. Aunque se puede elegir libremente, usualmente se consideran
puntos de reposo o movimientos estacionarios. El concepto de perturbación
puede introducirse matemáticamente, mediante un cambio en las condiciones
iniciales o un cambio en las condiciones de carga, o en la geometría. Debido
a la perturbación el sistema cambia a otro estado, el estado perturbado, y
sobre la naturaleza de este cambio, se decide si el estado no perturbado es
estable o no.
Para describir el estado del sistema mecánico se utilizan ciertos
funcionales construidos utilizando algunas características del sistema en
cuestión, usualmente, las coordenadas de su posición en el plano de fase.
Llamaremos a estos funcionales una norma. La perturbación puede también
representarse por funcionales utilizando otras características apropiadas.
Ambos funcionales, la norma del estado perturbado y la que describe la
perturbación poseen un valor numérico llamado medida. Con la norma y la
Capítulo 2 Definiciones Básicas en Estabilidad
medida se puede dar una definición general de estabilidad:
St la medida de la norma de la perturbación del estado perturbado no
excede un valor preestablecido, bajo la condición de que la norma de la
perturbación no supere un valor definido, pero arbitrario» entonces el
estado no perturbado es llamado estable.
Esta definición es bastante general y depende en cada caso de la norma
adoptada, de la perturbación, del estado del sistema, etc.
Una definición topológico-geométrica puede darse de la siguiente forma:
consideremos un conjunto de puntos en un espacio métrico R, digamos, M-{PV),
k-l.2,3,.. . El estado no perturbado puede ser representado por el conjunto.
M ={Pk) y el estado perturbado por el conjunto Afp=fP£j. La norma puede ser
definida por la esfera trazada con centro en el punto Pfc
Sr(Pk) = <P / d!P,Pk] < r) (2.6)
en donde el valor de r es su medida y dfP,PkJ la distancia entre los puntos
P y Pk. La unión de estas esferas determina un subespacio de R
U = u Sr(Pk) = Sr(Pj) u Sr(P2) u Sr(P3) u ... (2.1}
Entonces, el estado no perturbado Mu se dice estable si todos los puntos
del estado perturbado Mp permanecen en el interior del subespacio IU con
P-
Figura 2.1 - Plano de Fase
la condición de que la medida de la perturbación sea menor que cierto valor
preestablecido.
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El concepto de estabilidad orbital, Fig 2.1, queda comprendido en la
definición anterior: sea un espacio de dimensión 2n en el que se utilizan
los n desplazamientos de las coordenadas generalizadas qí y sus momentums pt
para describir el estado del sistema. En este espacio la curva Cu representa
la trayectoria no perturbada del sistema. Si en cada punto P^(q,p) definimos
la esfera S^Py), entonces puede establecerse también el subespacio U
definido por la ec. (2.7). Si todos los puntos P£ de la trayectoria
perturbada Cp permanecen dentro de este subespacio, entonces el sistema es
orbitalmente estable. Es decir satisface
díCp,Cu] < r
probado que la perturbación no supera cierto valor predefinido.
Si además se satisface
lim d[Cp,Cu] = O
t—»»
entonces el estado no perturbado es asintóticamente estable.
(2.8)
(2.9)
Pplto»
Fig. 2.2 - Sistema orbitalmente estable y si d(t0Xr*. d(tk)>r*.
cinemáticamente inestable.
La selección de otra norma distinta determinaría otra clase de
estabilidad. Consideremos la norma definida como la distancia
díPIJCtk;,FpCtk;7 entre un punto FuCík; de la trayectoria Cu no perturbada y
un punto P*(tk) de la trayectoria perturbada observados ambos al mismo
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tiempo ík, Fig.2.2. Se puede introducir el concepto de estabilidad
cinemática etiquetando puntos de las trayectorias Cu y C y comparando
puntos con la misma etiqueta t^; la definición cinemática de estabilidad de
Liapunov utiliza como perturbación a las condiciones iniciales:
Sean P*(t) y Pp(t) dos estados, uno en el sistema no perturbado y el otro
en el sistema perturbado respectivamente. Si dado un número positivo e puede
encontrarse otro número positivo 6(c) tales que se satisfagan las
desigualdades
d[Pp(t),Pu(t)] £ C, V T > lo
d[Pp(to),Pu(to)] * 6(c) (2.10)
entonces el estado no perturbado es estable. Si además se satisface que
Uro dlPp(t),Pu(t)] = O
t—»co
(2.11)
entonces el estado no perturbado es asLntóticamente estable.
La condición cinemática de estabilidad es más restrictiva que la condición
impuesta por la estabilidad orbital. Si se observan dos trayectorias
correspondientes a movimientos estacionarios y la amplitud de
Figura 2.3
los movimientos difiere poco el sistema puede ser orbitalmente estable, pero
las modificaciones introducidas en el período de la oscilación (que en
sistemas no lineales es función de la amplitud) puede provocar que
* para algún instante tk y en consecuencia el movimiento
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C puede ser declarado cinemáticamente no estable.
Los conceptos de estabilidad orbital y cinemática coinciden sólo cuando el
estado de equilibrio consiste en un único punto en el plano de fase.
Fig. 2.3. Una trayectoria perturbada Cp cinemáticamente estable siempre
puede ser encerrada por una esfera Sr(Pu) con centro en Pu escogiendo
apropiadamente el radio r. Por lo tanto es también orbitalmente estable.
Esto permite definir la estabilidad de un punto de equilibrio
particularizando la definición en la ec. (2.10) al caso en que el punto no
perturbado P coincida con un punto de equilibrio P£ para todo í
d[Pp(t),PE] se , V t > t0
d[Ppít0).PEJ s 6(e) (2.12)
entonces el punto de equilibrio no perturbado es estable. Si además se
satisface que
lim d[Pp(t),PE] = O (2.13)
t—»co
entonces el punto de equilibrio es asintoticamente estable.
Las definiciones de estabilidad dadas hasta el momento suponen que la
solución del sistema ha sido obtenida. Sin embargo, a menudo se requiere
obtener información a cerca de las propiedades de estabilidad del sistema
sin tener que integrar las ecuaciones diferenciales, tarea que en algunos
casos puede ser complicada. La intención primaria del llamado Segundo Método
de Liapunov fue justamente tratar de evitar la integración de las ecuaciones
diferenciales. Este método fue desarrollado tomando como modelo el teorema
de estabilidad de Lagrange (1788) enunciado para sistemas mecánicos
(lineales o no lineales) con un potencial de energía.
Teorema de Lagrange: Un estado de equilibrio es estable si la energía
potencial total tiene un mínimo relativo y completo en dicho estado.
Inicialmente enunciado para sistemas conservativos no giroscópicos fue
posteriormente extendido a sistemas conservativos (giroscópicos y no
giroscópicos) y disipativos [Ziegler (1953)]:
Siendo la energía total de un sistema una función continua; mientras la
energía potencial del sistema, en el que solamente actúan fuerzas
conservativas y disipativas, sea positiva definida, el equilibrio será
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2.3 ESTABILIDAD DE SISTEMAS LINEALES. SISTEMAS LINEALIZABLES
Criterios prácticos de estabilidad o inestabilidad pueden obtenerse del
sistema linealizado. Si las ecuaciones son lineales y no autónomas puede
utilizarse la teoría de los números característicos desarrollada
principlamente por Liapunov. Si los coeficientes son periódicos las
ecuaciones son como las de Hill o de Mathieu. Para este caso, la estabilidad
se determina untilizando los multiplicadores característicos en conjunción
con el mapa de Strutt, Leipholz (1970).
Si las ecuaciones son lineales y autónomas entonces la estabilidad se basa
en los autovalores y autovectores de ia matriz Jacobiana asociada con el
sistema (2.3) y definida por
A(z) = flZ(z)
~az~
az:/az2
6Z2/dz1 aZ2/Sz2
- azl/ezB
azn/az2
(2.14)
que debe ser evaluada en cada punto de interés y en el cual asume un valor
constante. Si la matriz se evalúa en el origen, entonces las ecuaciones de
la primer aproximación en el origen son
z « A z (2.15)
y describen al sistema linealizado. La ecuación (2.15) puede representar al
sistema mecánico descripto por
(2.16)
si se introduce el vector de estado z mediante los desplazamientos y
velocidades
z = [q, q]T (2-17)
La matriz A es función de M, D y K
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A —
-M"1 K -M"1 D
(2.18)
La solución general del sistema (2.16) representa el movimiento de un
sistema en la vecindad de la configuración de equilibrio. Utilizando la
definición cinemática de estabilidad diremos que la posición de equilibrio
es estable en tanto |q(t)¡ y |qít)| permanezcan arbitrariamente pequeños con
la condición de que ¡ q(t0) | y | qtt0) | sean suficientemente pequeños. Por la
linealidad del sistema, cualquier solución multiplicada por una constante es
también solución de (2.16), y por lo tanto la definición anterior puede
enunciarse: el equilibrio es estable sií jq( t ) ¡ y |q(t)¡ permanecen acotados
con la condición de que |q(t0)¡ y q(t0) | sean finitos.
La solución del sistema (2.16) se propone de la forma:
q = Q e (2.19)
La solución nula Q=0 corresponde a la posición de equilibrio. Las soluciones
no nulas se obtienen a partir de resolver el problema de valores propios
asociado con la (2.15) o (2.16) y la estabilidad de la solución puede
determinarse observando las raíces de la ecuación característica obtenida al
desarrollar
A - A I I = O (2.20)
Las 2n raices (2.20) permiten obtener 2n soluciones fundamentales. La
solución general se obtiene por superposición y contiene 2 n constantes que
se determinan a partir de las condiciones iniciales. En general pueden
presentarse raices reales distintas, reales múltiples, complejas distintas y
complejas múltiples. En cualquier caso [Elsgoltz (1983)1, todos los términos
tienen las mismas propiedades asintóticas que las funciones -exponenciales
(salvo cuando la raíz es nula o puramente imaginaria). Entonces, cualquier
raíz con parte real positiva implica inestabilidad.
Existen otros criterios, como los de Routh-Hurwitz o Nyquist ÍKuo (1975)],
que permiten predecir la estabilidad del sistema a partir de los
coeficientes del polinomio característico (2.20) sin necesidad de encontrar
los valores propios.
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De lo antedicho, resulta que una cuestión importante al tratar con
problemas de estabilidad es conocer si el sistema es o no linealizable. Al
respecto existen algunos teoremas que aclaran bajo qué condiciones las
conclusiones obtenidas mediante modelos lineales pueden extenderse a
sistemas no lineales. Si el potencial de un sistema es Ünealizado de tal
modo que está representado por la forma cuadrática simétrica (pero no
necesariamente positiva definida)
V = kijqiq/2 (2.21)
entonces, el comportamiento del potencial exacto está regido por el
siguiente teorema debido a Malkin (1958):
• Sí la aproximación (2.21) es definida (indefinida), la función exacta
V(q) también lo es.
No existe un teorema similar para el caso en que la forma cuadrática sea
semidefinida, por lo tanto el teorema anterior no puede ser invertido. Es
posible que la aproximación (2.21) sea semidefinida y que los términos de
orden superior muestren que la forma exacta V(q) es definida o indefinida.
Sin embargo, si la aproximación (2.21) es semidefinida con determinado
signo, no será posible que la expresión exacta Víq) sea semidefinida de
signo opuesto. Al probar el teorema anterior, Malkin también probó el
siguiente;
•* Sí la aproximación (2.21) toma valores positivos (negativos) en una
vecindad del origen arbitrariamente pequeña, la forma exacta V(q)
también lo hará.
A partir de estas consideraciones, Liapunov (1907) probó una serie de
teoremas de estabilidad e inestabilidad. El núcleo de dichos teoremas es una
poderosa herramienta al tratar con problemas no lineales.
• Sí en el sistema Ünealizado todas las raíces de la ecuación
característica tienen parte real negativa, el equilibrio del sistema
real (no lineal) es estable.
•• Si en el sistema linealizadó, al menos una raíz de la ecuación
característica posee una parte real positiva, el equilibrio del sistema
real es inestable.
En forma similar, no existen teoremas análogos para el llamado estado
crítico, en el que se presentan raíces con parte real nula pero ninguna raíz
con parte real positiva. Nuevamente, para determinar la estabilidad o
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inestabilidad del sistema será necesario considerar los términos de orden
superior.
2.4 MECANISMOS DE INESTABILIDAD EN LOS SISTEMAS AUTÓNOMOS
A menudo los sistemas están sometidos a la influencia de distintos
parámetros independientes A t(i = 1,2,. ..m) y entonces, interesa conocer el
comportamiento del sistema cuando estos parámetros varían. En problemas de
inestabilidad elástica, las cargas externas, imperfecciones, ciertas
magnitudes y módulos tienen un efecto que se incorpora al modelo en forma de
parámetros. La ecuación (2.3) en este caso toma la forma general
z = Z(z,A) z € Rn, A c Rm (2.22)
en la que A es un vector que contiene a los distintos parámetros. Los
estados de equilibrio están representados por la ecuación
Z(z,A) = O (2.23)
la que generalmente define una superficie de equilibrio de dimensión m en
R . Esta superficie puede tener una forma complicada y sus puntes
contienen estados estables, inestables y críticos ¡Huseyin (1986)].
Clarifiquemos a continuación los mecanismos de inestabilidad. Sí el
sistema se encuentra en una posición de equilibrio estable sobre la
superficie de equilibrio para determinado valor del vector de parámetros AE
y posteriormente este sufre una variación de tal modo que
A = AE + 1 TJ (2.24)
en la que 1 * ^1^2""^ representa una dirección y t) un escalar.
entonces el punto de equilibrio se moverá sobre su trayectoria y los
autovalores del jacobíano
At— A\ . I-T /— 4\1 ÓZi (Z,A) C3 OClAlz.A) = Ziilz,A) = - i- (Z.Z9J
L J L OZJ J
evaluado sobre esta trayectoria cambiarán consecuentemente. Dos tipos de
inestabilidad pueden ocurrir: inestabilidad estática (divergencia) o
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inestabilidad dinámica (flittter). El primer tipo de inestabilidad, ver Tabla
2.1, ocurre cuando al menos un autovalor real se vuelve positivo después de
pasar por cero cuando n=nc valor para el cual el Jacobíano (2.25) se vuelve
singular. Para valores de T)<TÍC el autovalor puede encontrarse sobre el eje
real y es negativo. Sin embargo, el Jacobiano también se vuelve singular si
dos autovalores complejos conjugados coinciden en el origen del plano
complejo y luego se separan en sentidos opuestos pero sobre el eje real. En
ambos casos el estado de equilibrio es inestable divergente si al menos un
autovalor es real positivo. Por otro lado, la inestabilidad dinámica ocurre
cuando un par de autovalores complejos conjugados cruzan el eje imaginario
en el plano complejo, dando
E q u i l i b r i o
Z(z,A) = O
Estable EstableAsintoticam.
ReíX) = O
ImU) # O
ReíX) < O
ImU) * O
Equilibrio Crítico
Divergencia
A| - 0
ReU) = 0
ImU) = 0
Flutter
|A| * 0
ReíX) = 0
ImU) * 0
Equilibrio Inestable
Divergencia
ReU) > 0
ImU) = 0
Flutter
ReíA) > 0
Im(X) # 0
Tabla 2.1 - Equilibrio de los Sistemas Autónomos
como resultado un par de autovalores complejos conjugados pero con parte
real positiva. Flutter también puede ocurrir cuando dos autovalores
imaginarios se acercan sobre el eje imaginario y se funden cuando T?-T)C y
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luego dejan el eje imaginario en direcciones opuestas produciendo
autovalores complejos conjugados con parte real positiva. Esta situación, nc
muy común, ocurre en modelos de estabilidad elástica no potenciales que
ignoran el amortiguamiento por completo.
En un punto crítico divergente, puede producirse una bifurcación de la
trayectoria de equilibrio o un salto dinámico. Ambas situaciones
corresponden a puntos de bifurcación y puntos límites respectivamente. Sin
embargo, las situaciones de inestabilidad pueden ser predichas utilizando
criterios estáticos. En cambio, un punto crítico en donde se dan las
condiciones para que exista flutter exibe un comportamiento oscilatorio y el
sistema tiende a ciclos límites.
2.4.1 Ejemplo
Se analiza a continuación el comportamiento de un sistema de un grado de
libertad ubicado en un punto de reposo con el fin de identificar íes
mecanismos de inestabilidad y ]a influencia de los distintos coeficientes en
la misma. El modelo linealizado está descrípto por
T n n + r / i + M r - n*l n — O (2. 26)
•
en la que m, c, y k representan la masa, amortiguamiento y rigidez y p es
un término que depende de una carga axial que actúa sobre el sistema. La ec.
(2.26) puede reescribirse en forma adimensional como
(2.27)
l/j
q.+ 2 £tt q + (1 - V q = O
en la que se ha cambiado la escala de tiempo haciendo T*wnt, con un*
la frecuencia natural del sistema sin carga; £a es el coeficiente de
amortiguamiento definido como Cft=c/cCr sien<3° CCT el amortiguamiento crítico
1/2 *
ccr=2(mk) y Xp=p /k es el coeficiente que representa a la carga.
Utilizando el cambio de variables (2.17), la ec. (2.27) puede escribirse en
la forma de (2.15)
¿1
¿2
=s
0 1
-Íl-Ap) -2£a
zi
Z2
(2.28)
En la Tabla 2.2 .modificada del libro de Huseyin (1986), se han graficado
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los distintos comportamientos que puede mostrar el sistema. Las soluciones
en torno a los puntos de equilibrio dependen de los autovalores de la matriz
A del sistema
r iJ/2
*I-2 --€.*[ €a * 'i - VJ Í2'29)
En la primer columna se encuentran los sistemas en equilibrio estable. Se
distinguen los siguientes casos:
1. El sistema es estructuralmente estable si el amortiguamiento es positivo,
£a>0. A su vez, el movimiento puede ser oscilatorio, foco estable, si se
satisface que £a<CJ-Ap,), Jo que garantiza la existencia de raices
imaginarias; o puede presentar un movimiento sin oscilaciones, nodo
2
estable, si €6><7-Ap,), que constituye la condición de amortiguamiento
supercrítico. En ambos casos se debe satisfacer que Ap<7, lo cual
garantiza que A sea una matriz estable, es decir, que las componentes
reales de los autovalores de A sean negativos. En ambos casos el punto de
equilibrio es aintoticamente estable.
2. El sistema es estructural.mente inestable. Este caso se presenta en
sistemas sin amortiguamiento, £a=t>, que oscilan alrededor de la posición
de equilibrio. La condición que debe satisfacer el modelo es que los
autovalores sean imaginarios es decir se satisfaga Ap<J. En este caso e¡
punto de equilibrio es un centro estable.
En la segunda columna se encuentran graficadas las posiciones de
equilibrio crítico. Se supone que esta condición es la evolución del sistema
desde su posición inicial de equilibrio estable,
1. Si el sistema se encuentra inicialmente en un foco estable, puede
evolucionar a un .estado crítico manteniendo el estado de carga y
disminuyendo el amortiguamiento (£a=0) con lo que se constituye un centro
o manteniendo el amortiguamiento y aumentando la carga hasta que Ap*l con
lo que los autovalores son ambos reales, uno negativo y el otro nulo.
2. Para los casos en que el sistema este en equilibrio en un nodo estable o
en un centro, se ha graficado la evolución suponiendo que el cambio se
produce en la carga y no en el amortiguamiento. En el primer caso, un
autovalor sigue siendo negativo; en e] segundo los autovalores son
múltiples y nulos.
En la tercer columna se describe el comportamiento del sistema inestable.
Se distinguen dos casos. Los sistemas que presentan valores propios
complejos conjugados con parte real positiva que caracterizan al flutter, el
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punto de equilibrio es un foco inestable, y aquellos cuyos valores propios
son reales pero al menos uno de ellos es positivo. El punto de equilibrio se
denomina punto de ensilladura (saddle point).
2.5 MÉTODOS DE ANÁLISIS UTILIZADOS EN PROBLEMAS DE INESTABILIDAD
CLASIFICACIÓN DE LOS SISTEMAS
Fue probablemente Arquímedes quien introdujo el método geométrico (también
llamado método del equilibrio). Este método fue dasarrollado y utilizado
posteriormente por Galilei, Torricelli, Baldi, Lagrange y Euler entre otros.
La estabilidad del sistema se predice analizando la existencia de estados no
triviales de equilibrio asociados a la introducción de una perturbación en
el sistema.
La aplicación del método del equilibrio como herramienta para calcular
cargas críticas [Euler (1774)1 fue utilizado exhaustivamente en una variedad
de problemas hasta que la aparición de distintos casos [Nicolai (1927),
Ziegler (1951-1952), Abody y Petur (1943), Pfluger(1950), Beck (1952)]
mostraron que para ciertos problemas el método del equilibrio resultaba
inadmisible.
Las inconsistencias en los resultados produjeron una tendencia a
reemplazar el método geométrico por el cinemático . El método cinemático se
basa en el análisis del comportamiento de los autovalores de la ecuación
característica asociada con el sistema dinámico que describe el
comportamiento del sistema (ver ec.(2.20)) y permite analizar sistemas
estáticos o dinámicos ya que cualquier transición desde un estado de
equilibrio a otro puede considerarse como un proceso cinemático. Si se asume
que la inestabilidad estática esta siempre indicada por la aparición de una
solución no trivial en un sistema perfecto entonces tal solución tiene la
forma de la ec. (2.19) con A=0 de lo que se concluye que las inestabilidades
estáticas están asociadas con las raices nulas de la ecuación
característica. En los problemas estáticos de estabilidad, la ecuación
característica (2.2O) muestra una fuerte dependencia de los parámetros
estructurales, principalmente del parámetro de carga, p, por lo que sus
raíces pueden escribirse como
X - Mpi (2.30)
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En este caso, el problema de estabilidad se torna biparamétrico en A y p.
La gráfica A=A(p) es entonces a menudo utilizada para obtener conclusiones a
cerca de la estabilidad del problema. El valor de la carga crítica, pc,
corresponde a la situación
Re [A(p cJ] = O (2.31)
El estudio de la estabilidad de un sistema puede enfocarse también
utilizando el método energético [Routh (1955), Timoshenko (1961)]. Este
método utiliza el principio de conservación de la energía y es utilizado
usualmente en sistemas conservativos.
En este punto se torna indispensable el introducir una clasificación que
permita identificar cuales sistemas pueden ser analizados con el método
estático y cuales no. La Tabla 2.3 muestra la clasificación propuesta por
Huseyin (1986) en los que se hace énfasis en los sistemas caracterizados por
inestabilidad estática. Los sistemas que se tratarán en este trabajo
pertenecen al grupo de los sistemas autónomos Hamütonianos por lo que
interesa conocer porqué estos sistemas presentan solamente un comportamiento
inestable divergente y la influencia que puede tener el amortiguamiento en
el tipo de inestabilidad del sistema.
2.6 SISTEMAS AUTÓNOMOS POTENCIALES
Se describen a continuación las características de los sistemas autónomos
potenciales. Los sistemas gradientes aparecen asociados con la teoría de
catástrofes y no serán tratados.
2.6.1 Sistemas Hamütonianos
En la mecánica clásica, las vibraciones libres de un sistema discreto,
elástico y conservativo, puede ser formulado utilizando las ecuaciones de
Lagrange que conducen a
M q + k(q) = O (2.32)
en la que M es una matriz simétrica positiva definida y las fuerzas
elásticas representadas por el vector kíq) son funciones no lineales
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suficientemente derivables respecto a las coordenadas generalizadas
' qtíi = 1,2,...n). Se puede asumir, sin perdida de generalidad, que M=I
(matriz identidad); k(q)=gradV(q), donde V(q) es la energía potencial del
sistema. Entonces, las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como
q + grad V(q) = O
La energía cinética del sistema está dada por
T = <q,q>
La energía total del sistema se llama Hamiltoníano
Híq.qí = ~ <q,q> + Vtq)
(2.33)
(2.34)
(2.35)
Una alternativa para describir las oscilaciones libres del sistema es
utilizar las ecuaciones de Hamilton. Haciendo q = p, se tiene q = p, lo que
permite escribir las ec. (2.33) como:
q = P
p = - grad V(q) (2.36)
Según la ec. (2.35) se tienen las siguientes
- grad V(q) = p (2.37)
las que en conjunción con las (2.36) conducen a
3H p m - dH
aq
las conocidas ecuaciones de Hamilton, que pueden escribirse como
z = L gradzH(z)
con
O
-I
z = (q,p)
(2.38)
(2.39)
(2.40)
Capítulo 2 Definiciones Básicas en Estabilidad 27
s I s T E M A S
D I N Á M I C O S
A u t ó n o m o s
z = Z(z,A)
No Potenciales
E S T Á T I C O S
Z(z,A) = 0
H e t e r ó n o m o a
z = ZÍ7.,A,t)
Potencíales
G r a d i e n t e s
z = - gradz F(z ,A)
i a m i i t o n i a n o s
M q + K ( q ) = 0
lamiJtonianos Amortiguado:
M q + D q + K ( q J = 0
D I N Á M I C A E S T Á T I C A
I N E S T A B I L I D A D
Tabla 2.3 - Clasificación de los Sistemas
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El estado de equilibrio satisface
gradzH(z) - O (2.41)
an
aq
aH
ap
^ = o
lo que implica que
gradV(q) = = O
aq
(2.42)
(2.43)
La derivada con respecto al tiempo de la función H(z) desaparece debido a
que
3H dz
H
 " al dt (2.44)
- <gradIH(z), L grad2H(z)> = O V z,t
Se concluye entonces, que la función potencial H es constante sobre las
soluciones de la ec. (2.39). La ec. (2.44) es la bien conocida ley de
conservación de la energía. Si la energía potencial V(q) es positiva
definida, la ec. (2.35) muestra que H también es positiva definida, y
entonces H es una función de Liapunov, y en consecuencia el equilibrio es
estable. Obviamente, los sistemas Hamiltonianos nunca presentan estabilidad
as int ótica.
Supongamos que el origen del sistema £2.39) sea un estado de equilibrio.
El Jacobiano en este punto es
A(0) = L H = O
-\
V
o
o
-V
(2.45)
Los
 autovalores de la
.donde H=[32H/az1azjl2 =0 y
matriz (2.45) pueden determinarse utilizando el determinante característico
-AI I
-V -AI
= |V + A I I = O (2.46)
Como V es una matriz simétrica, sus autovalores son siempre reales y las
raíces A son entonces o reales o imaginarias. Esto muestra que la
Capitulo 2 Definiciones Básicas en Estabilidad 29
inestabilidad dinámica no está presente en estos sistemas y el único tipo de
inestabilidad que aparecerá en un estado de equilibrio de un sistema
Hamiltoniano será estática (divergencia). Sin embargo, a diferencia de los
sistemas gradientes, en los que el único estado de equilibrio es el reposo,
los sistemas hamiltonianos pueden también presentar movimientos periódicos.
Un estado de equilibrio en el cual los autovalcres del Jacobiano son
imaginarios, representa un centro, y la adición de amortiguamiento
transforma estos puntos en focos.
2.6.2 Sistemas Hamiltonianos Amortiguados
Si en la ecuación (2.33) se incluye un término sue represente a las
fuerzas disipativas se tiene
q + D q + gradV(q) = O (2.47)
donde D=DT>0. El sistema (2.36) puede escribirse
q = p
p = - D p - grad V(q) (2.48)
Este sistema satisface equilibrio si
|íí = |ü = O ó grad Víq) = O (2.49)
oq op
En consecuencia, el equilibrio de un sistema hamiltoniano permanece
inafectado si se adiciona amortiguamiento al sistema.
La derivada temporal del Hamiltoniano H(qtp) sobre las soluciones de la
ec. (2.48) toma la forma
/. 6H . 5H ,
H = á~ Q * - ' Poq 5p
H = <gradV(q), p> + <p, (-Dp -gradV(q))>
H = ~ <p, Dp> (2.50)
Claramente H<0 ya que D>0 y si el estado de equilibrio es estable (V(q)
mínimo), entonces H es una función de Liapunov con H<0 lo que indica
ei A" ouqninba pp oioadsaj uopBuuojuí aiuapijns
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C A P I T U L O
APLICACIÓN DE LA TEORÍA DE PERTURBACIONES
AL ANÁLISIS DE LA ESTABILIDAD
DE SISTEMAS ESTÁTICOS
3.1 INTRODUCCIÓN
La inestabilidad de sistemas estructurales bajo cargas estáticas es en la
actualidad un campo bien establecido en la Mecánica. El análisis de estas
estructuras surge de la teoría general de bifurcación, delineada por
Poincaré en 1885 y retomada por Koiter para sistemas continuos elásticos en
1945. La teoría general de estabilidad, como se presenta en las monografías
de Croll y Walker (1972) y Thompson y Hunt (19733, trabaja con un funcional
de energía potencial total V que resulta de la suma de la energía interna de
deformación elástica y el potencial de las cargas que actúan en el sistema
V = V(Q¡,A) (3.13
en la que Q¡ representa las coordenadas generalizadas y A un parámetro de
carga. Se asume que las cargas son conservativas. El análisis del equilibrio
y estabilidad del sistema estructural se realiza a través del estudio de
este funcional sobre la base de los siguientes axiomas:
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Axioma I:
• Es condición necesaria y suficiente para que un sistema esté en equilibrio
que su energía potencial total tenga un valor estacionario, con respecto a
sus argumentos.
El que V sea estacionaria con respecto a los Q, (la carga se supone
constante) equivale a exigir que el gradiente de V en todas las direcciones
coordenadas sea nulo
i = 1 ..... n (3.2)
Axioma II:
Es condición necesaria y suficiente para que un estado de equilibrio sea
estable que la energía potencial total tome, para ese estado, un valor
mínimo relativo y completo, respecto a sus argumentos.
La solución de las ecuaciones de equilibrio (3.2) puede realizarse
utilizando técnicas numéricas o analíticas. Las técnicas utilizadas dependen
de las características de las trayectorias precríticas, postcríticas y del
tipo de carga analizada. Las técnicas numéricas más comunes son las de
continuación que se basan en un análisis incremental paso a paso en el que
se tiene una restricción para realizar el avance. Los métodos más generales
utilizan técnicas de Newton-Rapshon; el principal problema que presentan es
el tiempo necesario para evaluar e invertir la matriz de rigidez tangente.
Se han propuesto entonces técnicas llamadas de Quasi-Newton que permiten
determinar en forma directa una aproximación a la matriz tangente y su
inversa a partir de puntos anteriores de la trayectoria [Geradin et al
(1981)]. Estas técnicas son más económicas pero tienen inconvenientes si la
trayectoria presenta un comportamiento fuertemente no lineal [Ramm et al
(1986)]. Entre los métodos de continuación citemos los de carga prescripta,
desplazamiento prescripto, longitud de arco esférico fijo, el método del
plano normal tangente e iteración por incremento constante del trabajo
externo . Las conclusiones [Flores (199O)] muestran que todos estos métodos,
a excepción del de carga prescripta, son confiables y muestran buenas
características de convergencia.
Las técnicas analíticas utilizan funciones extendidas en el dominio del
problema. Los métodos de reducción desarrollados originalmente por Noor
(1981) son métodos de superposición modal, en los que los vectores propios
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son actualizados. Una técnica más simple, que usa los modos lineaiizados ha
sido presentada por Kóning (1981) en el contexto de pandeo de estructuras;
estos métodos requieren que las trayectorias analizadas no presenten fuertes
alinealidades. Un segundo grupo de técnicas analíticas, conocidas como de
perturbaciones, surgen de considerar como vectores de base a las derivadas
de la trayectoria en un punto determinado. Si bien los métodos de
perturbación producen soluciones que son aproximadas, éstas se obtienen en
forma analítica, lo que permite revelar la dependencia deí problema con ¡os
parámetros que lo gobiernan de una manera más satisfactoria que los métodos
numéricos. Otra de las ventajas frente a los métodos numéricos es que cuando
existen estados críticos o singulares en una trayectoria, en les qua hay un
cambio de estabilidad, los métodos de perturbación proveen informaciór.
suficiente para clasificar la naturaleza de los estados críticos. Los
métodos numéricos, en cambio, sólo detectan la existencia del punto crítico
pero no tienen elementos para clasificarlos.
3.2 ANÁLISIS POR EL MÉTODO DE PERTURBACIONES
Los resultados que provee la teoría de perturbaciones para el análisis de
inestabilidad de sistemas de múltiples grados de libertad se hallan
disponibles principalmente en el trabajo de Thompson y Hunt Ü973). En su
exposición, estos autores introducen ciertas transformaciones sobre la
energía potencial total, de modo de simplificar el tratamiento tanto en su
forma teórica como analítica. Utilizan dos transformaciones; una que
diagonaliza la forma cuadrática V^ representada como transformación
V —> D y la transformación V —> W que evalúa a V sobre la trayectoria
fundamenta] y define un sistema coordenado que desliza a lo largo de la
misma. El empleo de la transformación V —» D involucra un gran esfuerzo
computacional para lograr la diagonalización y la transformación V —> W
significa reescribir el funcional teniendo en cuenta la trayectoria
fundamental. Estos inconvenientes pueden evitarse si se utiliza directamente
la energía potencial V. Las ecuaciones que se obtienen de esta teoría pero
siguiendo este último enfoque fueron presentadas por Flores (1990). A
continuación se exponen sus resultados con el objeto de justicar algunas
expresiones que serán utilizadas con posterioridad en este trabajo.
Si E es un estado de equilibrio estable, en cualquier estado vecino
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caracterizado por
se cumple que
Qi = Q
A « A
v = V(Q¡,AE) - V(QE,AE) > O
(3.3)
E3.4)
Para estudiar la estabilidad a partir de un estado E, es conveniente
realizar una expansión de la energía en la forma
V ( Q l t A ) =
donde
qk (3.5)
(3.6)
Comparando con la (3.4), se tiene que
v = V q, + q¡ (3.7)
como el sistema está en equilibrio se cumple la (3.2) y la (3.7) se reduce,
en primera aproximación, a
g, q, Q > O (3.8)
para un estado estable. Si v < O el' estado es inestable, mientras que v = O
implica un estado en el que la estabilidad del sistema cambia (punto
crítico). Si se satisface la (3.S) significa que la forma cuadrática v es
positiva definida o sea que también se cumple
¡V, > O (3-9)
El punto crítico está caracterizado por que en él, la forma cuadrática se
anula, es decir, existe al menos una dirección que minimiza la forma
cuadrática (3.8) [Flores (1990)] que se obtiene de resolver el problema de
valores propios
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= V,j qj = O (3.10)
Si más de un valor propio de V¡, se anula simultáneamente, el punto crítico
se denomina múltiple.
3.3 ANÁLISIS DE SISTEMAS PERFECTOS
3.3.1 Trayectoria de Equilibrio desde Puntos Regulares
Para obtener la trayectoria de equilibrio a partir de un punto de
equilibrio estable se escribe la energía potencial total dei sistema en la
forma
+ q¡, AE + A) (3.11)
en la que ql y \ representan los incrementos de las coordenadas
generalizadas y de) parámetro de carga, de tal modo que q¡ = A = 0 .
Cuando se expande una trayectoria de equilibrio a partir de un punto
regular, en general, se elige como parámetro de perturbación a una de las
componentes del desplazamiento. Sin pérdida de generalidad, sea este la
componente qr entonces, las expansiones a partir del punto de equilibrio se
escriben
= — > "- 1 — -> 2'= - = n)= O (3.12)
! + q ' / a i + ... i = 2.3,. ..n (3.13!
, ,(1) , (2) 2 ,_. . (3) 3 .01 ,-, .,,,A = A qj + A ql/2\ + A qj/3! + ... (3.14)
donde un supraíndice entre paréntesis ( ) indica derivación de orden i
respecto a q:. Los coeficientes en las ec. (3.13-14), se pueden obtener, por
derivación implícita respecto a g l t a partir de ias ecuaciones de equilibrio
V,(Q^ + q; t AE * A) = O (3.15)
La primera ecuación de perturbación es
Vu q\l} + VJ1J A ( 1 ) = O i.j = 1,2,...n (3.16)
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en la que ( } indica derivación de orden i con respecto al parámetro de
carga A. Utilizando la (3. 12), el sistema Í3. 16) puede resolverse para las
Q (j*2,...n) y A reescribirse en la forma
VU Qj1 + vi1*"' = -vn ¡ * = I-1» J = 2"-n t3-17)
Las coeficientes de las derivadas segundas en las ec. (3.13-14) surgen de
resolver la segunda ecuación de perturbación que a su vez se obtiene
derivando las ec. (3.16)
^ ^ ^ > v .. v ^ v i * v > -Vljk Qj Qk + 2 VIJ Qj X + ViJ Qj + Vi * ' Vl *
i.j * l....n (3.18)
La tercera ecuación de perturbación, provee los coeficientes de las
derivadas terceras
ü> (i) (i) , ~ ,,in (u (i)i QJ qk QI + 3 Lvuk ^j ^
.[21 (1) ,íl)2 ..[!]<• (2) ^(1) (1) . (2K ..I2J ,.(1) ,ÍA + qj A J + V¡ A A
[31 .(1)3 (3) ^ ..11] _ Í 3 )| A + Vj j q, + V| A = 0 i,j = l,..n
Finalmente la cuarta ecuación de perturbación resulta
„ «) (1 ) (1) (1) .,[11 (1) (I) (1) , O >vijkim Qj <3k Qi qm * 4 vijki Qj Qk Qi A +
(1) (1) (2) f- .,[2] (1) (1) ,(1)2+
 6 V1JkI qk Qj q, -f 3 [2 V 1 J k cjj qk A
, ..111 (1) (2) . (1) .,11] (1) (1) .Í2) (2) 1+ 4 vijk <Jj Qk * * 2 Vjjfc qj qk A + VIJk qj qk
t - ..12} (2) .(I)2 . ..[2] (13 .(1) - (2 ) „ ..[1] (2i .12}+ 2 vijk Qj A + 4 v i jk Qj A A * 2 vu Qj A
t 0 . . 1 3 1 . . ( I ) 2 (2) , .(21 .(2)21 . . .12] , J+ 2 V, A A + Vj A + 4 V AA +)2
, .,[3] (1) .(I)3 ..[4] .ti)4 (1) (3)
+ 4 V, QJ A + Vj A + 4 V1Jh Qj qk
4 V i 1 q 1 J XÍ3Í + V»1 A < 4 ) - O (3.20)
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3.3.2 Clasificación de los Puntos Críticos
Si al avanzar por una trayectoria de equilibrio inicialmente estable, en
que se cumple la desigualdad (3.9), se llega a un punto de equilibrio en que
se cumple V^ = O entonces el punto de equilibrio se denomina punto
crítico. Si además el punto de equilibrio es distinto, entonces la solución
dr,' problema de valores propios (3.10) proveerá una única dirección (vector
propio) asociada al valor propio nulo. Sea x el vector que satisface esta
condición y tal que Xj = 1. En este caso, también puede obtenerse la
trayectoria a partir de un punto de equilibrio crítico mediante una
expansión de la forma (3.13-14). Sin embargo, la singularidad de V¡¡ hace
necesario introducir algunos cambios en el tratamiente de ias ecuaciones de
perturbación, conducentes a la solución de las mismas. En las ec. (3.17) las
n incógnitas sólo pueden obtenerse directamente si se satisface
VJ11 x¡ * O (3.21)
La ec. (3.21) garantiza que en el sistema (3.Í7) las n-I columnas V^ y V^
sean linealmente independientes ya que al satisfacer la ec. (3.10) el vector
x es perpendicular a todas las columnas de K¡,. Entonces, si se satisface la
ec. (3.21) la solución de las (3.17) es única y el punto crítico es un punto
límite.
' 1* * (1J -. / o*"m\qj - Xj X = O (3.22)
Si en lugar de la (3.21) se tiene
V¡1] KI = O (3.23)
entonces el sistema (3.17) tiene más incógnitas que ecuaciones y el punto
critico es una bifurcación.- V, es la derivada de la ecuación de equilibrio
respecto al parámetro de carga de tal modo que el producto V( x¡ representa
el trabajo de la carga a través del modo crítico, lo que muestra que en una
bifurcación la carga no produce trabajo y en un punto límite sí. La ecuación
fallante se obtiene utilizando la segunda ecuación de perturbación (3.18) a
la que se aplica el mecanismo de contracción que consiste en multiplicar la
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ecuación por el vector x y evaluar la ecuación en el punto crítico lo que
(i) , U )
conduce a una ecuación no lineal cuadrática en q¡ y A
(1) (1) „ ..11} <!),(!> ^
 V[2K(1) _. -VIJk xí <5j 3k + 2 V1J xl <lj A + Vi A
De la ec. (3.17) se resuelve q
(1) , ( ! >
= X +
 y X j = 2,..n
con
Vu yj = -Vi) V|1] U = 2...n
Si en la (3.25) yl = O, entonces el índice j puede variar de 1 a n.
Reemplazando la (3.25) en (3.24) se obtiene la siguiente
\2
-.U)"/-.. - ..ll] .,[21 -.
 t . (1) -/•.,
* lvuk xi yj yk + 2 vu xi YJ + vi xd + A 2lv¡jk
V1Jk Xl Xj xk = O (3.26)
Uno de los valores de A estará asociado con la trayectoria fundamental y
el otro con la trayectoria secundaria, siendo válida en ambos casos la ec.
(3.25). Sin embargo, si la coordenada utilizada para describir el problema
no posee componente sobre la trayectoria primaria entonces sucederá que
AU) = eo y en tal caso la (3.25) no podrá ser usada. La ec. (3.26) permite
clasificar a las bifurcaciones en simétricas y asimétricas; si se satisface
la igualdad
V v v x = O (3.27)vljk xl XJ xk
entonces, la ec. (3.26) admite como solución A l l ) = O y la bifurcación es
simétrica. Como A í :) es la derivada del parámetro de carga respecto a Ja
coordenada qlt adoptada como parámetro de perturbación, entonces.en un
gráfico A-qj el punto de bifurcación simétrica presenta tangente horizontal.
A su vez, las bifurcaciones simétricas se clasifican en estables (la
trayectoria secundaria es creciente con el parámetro de carga A) e
(i)inestables. Cuando no se satisface la ec. (3.27), entonces A * O y la
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bifurcación es asimétrica. Las bifurcaciones representan un comportamiento
un tanto idealizado, debido a que pequeñas desviaciones geométricas inducen
al sistema a seguir una trayectoria no lineal con inestabilidad semejante e.
la de un punto límite. Sin embargo, el concepto de bifurcación y la
información que permite obtener un análisis de ese tipo es sumamente
valiosa.
3.3.3 Punto Límite
En un punto límite, las primeras derivadas están dadas er. las ec. (3.23).
Las segundas derivadas se obtienen reemplazando los resultados obtenidos en
la segunda ecuación de perturbación a la que se aplica el mecanismo de
contracción. La derivada segunda de la carga es
vijk xi XJ xk
XÍ2) = -- 1- 1 - (3.28)
V111 xvl xi
Reemplazando (3.28) en la segunda ecuación de perturbación sin contraer
,, (2) (1) (I) ..(II. (2) ,vü <Jj = - v¡ki xk *i - ^ A (
(3)Contrayendo la tercera ecuación de perturbación se obtiene A
\r <2> . .II] . (2 ) 1Vijki xi xj xk xi + 3 [ VIJk x, Xj qk + V¡} Xj Xj A |
+ V\1] x¡ A Í3) - O i.j = l,..n (3.30)
(3)Las derivadas qr, se obtienen de la tercera ecuación de perturbación sin
contraer
\r Í 2 ) w ! l j ^ (Vijki xj Xk x, + 3 [ V,jk Xj qk + Vjj Xj A
+ Vu q]3) + VJ11 A Í 3 ) = 0 i.j = l,..n (3.31)
3.3.4 Bifurcación Simétrica
Cuando e¡ punto crítico es una bifurcación simétrica se satisfacen las ec.
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(3.23) y (3.27) y
AU) = O (3.32)
con lo que la solución de la (3.25) conduce a
q'1' = xj (3.33)
Las derivadas superiores de la trayectoria se obtienen de la siguiente
(2)forma. De la segunda ecuación de perturbación se resuelve q¡ en función de
x - (3.34)
La ec. (3.34) puede escribirse como
(2) .(2)q = Zj + y, A
con
Zj = -VI V1Jk Xj xk yj = -Vi V i,j = 2,..n
El primer término, Zj, tiene solución única ya que la ec. (3.27) garantiza
la perpendicularidad del vector V1Jk Xj xk con x. Si en la (3.35) se toma
zl = O, entonces el índice j puede variar de 1 a n.
Reemplazando la ec. (3.35) en la tercera ecuación de perturbación contraída
resulta
Vi «i *j xk x, + 3 V l jk x, Xj zk * 3 (V1Jk yk * v[]') xl Xj X(2Í = O
(3.36)
(2)de la cual se obtiene la derivada segunda de la carga \ .
En forma similar, la tercera ecuación de perturbación permite expresar las
derivadas terceras del desplazamiento como
qj
con
<3> .(3) /o 0-71Z + A
2J = ~VU [(Viklm ** xm * 3 V IkI zj x t + 3 (Vlkl yk * v|JJ) x, AÍ2)]
e yj dado en la ec. (3.35).
El valor de A<3) se determina a partir de la cuarta ecuación de perturbación
contraída, en la que se reemplaza la ec. (3.37)
(2)
xm * 6 V1Jkl qi2>+ 6 V J A ) Xjxk + 3 (Vljk
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.,[1] (2) ^(2) , ,[2J .(2)\
+ 2 V,j
 qj A + Vj A )+ 4 Vij]£ Xj 2k J Xj +
+
 4 (Víjk y^ + V¡j1]) Xl Xj A(3) = O (3.38)
3.3.5 Bifurcación Asimétrica
De la ecuación (3.26) se obtienen los valores de la derivada de la carga
A resolviendo la ecuación de segundo grado
- B ± ( B 2 - 4 A C)1 '
Í3.39)
2 A
Cada una de las raices esta vinculada con una de las trayectorias y los
correspondientes desplazamientos se obtienen de la ec. Í3.35). Las
siguientes derivadas se obtienen utilizando la segunda ecuación de
perturbación de la que se puede resolver q. en función de A
qJ2> = z} + yj A (2> Í3.40)
con
..-i I ( i ) (i) ->
 wíil u>,(i) ^ ..2J = - VU vijk Sj % + 2 v i j < l j A + vi
^J,íi)2lA
reemplazando en la tercera ecuación de perturbación contraída, se puede
(2)
obtener A
íl) _
IJk ^j zk +[., U) ÍD íi) - ' A,UJ (1) (1> -J1*vijici Qj ^k Qi + ^ (Vijk qj qk A + V1
^ ..Í2I (1) ^( l ) 2 _.[1J - .Í1K . .[3] ^(l)3!
+ Vjj Qj A + Vu Zj A ) + V, A | x, +
O -i*2* <!> w'1' /• ^¡> (1h i/'2! \(1)1 A O ¿113 A x¡ [V|jn qj yk + Vjj (yj A + qj ) * V, A
3.4 ANÁLISIS DE SISTEMAS IMPERFECTOS
Cuando el sistema presenta imperfecciones los valores de las cargas máximas
en sistemas inestables disminuye. Interesa entonces establecer los llamados
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diagramas de sensibilidad que relacionan la magnitud de la imperfección c
con el parámetro de carga. Las variables a expandir son las siguientes
QÍ = QÍ * qf" s + q?12' s2/2! + q?<3' s3/3! + ... (3.42)
AM = AC t A""' s + AMÍ2>
 S
2/2! + *M<3) s3/3! + ... (3.43)
C (1) (2) 2 .„ (3) 3.,.,+ x s i- x s /2! + x s /3! + ...
e = e
(1) (2) 2 ,_. (3) 3 ,~
s + e s /2! + e s /3! + ...
en las que el supraíndice ( }M indica que la expansión corresponde al lugar
geométrico de los puntos de máximo de la trayectoria de equilibrio. Las
ecuaciones a perturbar son las de equilibrio y la que representa la
condición de punto crítico
(3.46)
(3.47)
De acuerdo al tipo de punto crítico considerado se elige el parámetro de
perturbación s a utilizar en las ec. (3.44-45).
3.4.1 Punto Límite
En este caso se adopta como parámetro de perturbación a la imperfección c.
Las primeras ecuaciones de perturbación resultan
Vij tf + V, + Vi11 XM = O (3.48)
(V tf * Vu * V»1 XM) Xj + Vlj Xj = O (3.49)
en la que ( ) denota derivada respecto a e. Imponiendo xl «= 1 que implica
Xj-0, contrayendo la ec. (3.48) y recordando la condición (3.21) se obtiene
la derivada de la carga como
Vi X:
V
(3.50)
Las derivadas primeras de los desplazamientos se obtienen con la ecuación
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(3.49) contraída
V KI xj Qk = -(V¡j + v[;] ÁM ) x, xj (3.51)
en conjunción con la (3.48) en la que se pasa la primer columna dando
. tV,j q
que puede escribirse como
U Q? = - Vu q? - V, - V[1J ÁM (3.52)
. M . M f -3 ir o 1
^J := Si XJ + Wj
en la que se utilizaron las siguientes relaciones
VlJ x. . -vn v} Wj •:, . : ' \" (3.54)
Notar que la (3.53) indica que \v1 - O ya que x¡ ~ I. Finalmente,
sustituyendo las (3.53) en (3.51) se tiene
V x¡ Xj xk tf = - (Vy + vS]S ÁM) Xi Xj - Vijk x, ^ wk (3.55)
de (3.55) se obtiene el valor de q™ que llevado a las (3.52) permite obtener
las q" (j = 2,..n) restantes. Las derivadas del vector propio se obtienen de
la (3.49) recordando que x^ - O
V,J *J = - (V,k, q? + V,k + V^1 Á") xk (3.56)
Se toman ahora las segundas ecuaciones de perturbación y se procede en forma
similar para obtener las derivadas segundas. La primera de las segundas
ecuaciones de perturbación es
v .M -M - .M _ ..U) .M - M ^ - '[¡I -M ^ .,121 ^M2vijk q j Qk + 2 V j j . q j + 2 V¡j
 q j X + 2 Vu A + Vl X +
t'V ..M ..II) t*W — /O C-Tl+ V¡ + Vj j q j + Vj A = 0
contrayendo la ec. (3.57) se puede obtener la derivada segunda de la carga
,.llj rM r., .M .M _ .'. . M ^V¡
 Xl A = - (VJjk Q j qk + 2 VtJ Q j +
, ..(U . M < M , .-,11) J M ..12] 'M 2 • > - v í-5 eo
+ 2 Vj , q, A •*• 2 V . j A + V¡ A •*• VJ x¡ U.58J
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3.4.2 Bifurcación
i
En este caso resulta conveniente adoptar como parámetro de perturbación s
a la coordenada qr Las primeras ecuaciones de perturbación resultan
\r MU) ^ • U) ..U] ,MU) _ fo CQ\Mj Qj + Vj e + \l A = 0 (3.59)
,., MU) • U) ..[i] ^M(i ) . .. MÍI) _ ,~ ,nl(V <ik + vu c + vu * ) xj + vu *j = ° (3-60)
Imponiendo que X j = 1 lo que implica x¡ ! = O , y utilizando el mecanismo de
contracción en la ec. (3.59) y recordando la ec. (3.23) se llega a
cu) - O (3.61)
Resultado que se obtiene si se asume que Vlxí * O que implica que la
imperfección tiene influencia sobre el comportamiento crítico; reemplazando
en (3.59} resolviendo q^tn en función de AMtl y recordando que q1 « I
resulta
.. MU) .. ..[1] ,MU> ¡^ f - j )Vjj q j = - Vu - V1 A (3.62)
que puede escribirse como
MU) -MU) /n
 Ao!qj = Xj + yj A 13.63J
donde yj = - V^j v[:. Contrayendo las (3.60) se obtiene
,.. MU) ..til >M(D, _
 f« ¿A)ívijk ^i qk + V1} x, X ) Xj = O (3.64)
Reemplazando la (3.63) en la (3.64) resulta
V1Jk Xj xj xk * (Vj]1 Xi Xj + V iJk xt Xj yk) AMÍ1> = O (3.65)
de donde puede obtenerse la derivada primera de la carga A
3.4.3 Bifurcación Simétrica
De la ec, (3.65) y teniendo en cuenta que en una bifurcación simétrica se
cumple que Vljk XjXjXk = O, entonces
AW(1Í - O (3-66)
y en la ec. (3.63)
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fri ,.-,Xj (3.67)
A continuación, con la ec. (3.60), se calculan las derivadas del vector
Mil) , MU)propio Xj ( recordando que xl = O) con j=2,n
Comparando la ec. (3,68) con la ec. (3.35) se concluye que
Mil ) 1 i~¡ , « \(3.69)
obtenido en el análisis sin imperfecciones. Las segundas ecuaciones de
perturbación
.. MU) MU) - .'. MU) (1) „ ..fj] UU) -M(I) , .. W(2>
V Qj Sk * 2 Vij q j e + 2 V,j
 q j X + Vjj q j
+ V, e'"* 2 V¡1] c(1) AM ÜV V,
 c
(2)
+ V|21 A M Í 1 > + V¡1] AM(2) = O Í3.70)
M(l) _ • M(l) (1) _ -,[1J MU) - M í l ) ,, M(2)Qi + 2 VIJk qk e + 2 Vljk qk A + Vijk qk
« A ,^ « -v Í 2 ) ,.[2J - ,. , .e + 2 V,j c A + Vjj e + V¡j A + V A )
i. o /\; « ^ \ , w ^ . MU) , M(2) ,- -, ,+ 2 (Vj jk qk + V,j e + V^ A ) x, + V¡j X j
aplicando el mecanismo de contracción sobre la ec. (3.70) se tiene
V, x, ct2) * O (3.72)
de donde
c(2> = O (3.73)
Llevando este resultado a la (3.70)
MÍ2) ..111 , MC2) ,- TXj xk + V,j Qj + V, A = 0
^de la que puede expresarse QJ en función de A
MÍ2) - M Í 2 ) ,- _c»QJ = z, + yj A (3.75)
Contrayendo la ec. (3.71) y reemplazando la ec. (3.75) se obtiene
xj xk xi + (V Xk + VJ]1) x, Xj AMÍ2) + 3V1Jk Xl Xj zk = O
(3.76)
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de la cual puede obtenerse A . La comparación de A obtenida de (3.763
(2)
con A del análisis en el sistema perfecto se concluye que
AM(2) = 3 A(2> . (3.77)
reemplazando qr"(2í y AM(2) en (3.57) se obtiene x"
M(2> -,[1K Í2),VU XJ = - [Vlklm xi xm + 3 <Vlki Z] + (V lkl y,+ Vlk ) x 1
de donde comparando con la ec. (3.37) resulta
M(2)
x
obtenido en el análisis sin imperfecciones. El valor de la derivada tercera
de la imper
perturbación
(3)fección e surge de la primera de las terceras ecuaciones de
v Mtl) Mil) M(l) _ • Mil) M(l) MU)vijki <lj <5k Qi l vijk QJ <3k c
^ _ ..11] Míl) Mil) - M i l ) M(l) M(2) Míl) Ü>2+ 3 vljk <lj qk * + 3 V1Jk q j qk * 3 V,j q j e
, .MI] Míl) ^(1) ^M(l) • M(2) (1) ^M(l) ,,(2)
+ 6 V,j q j c A + 3 V¡j q j e + 3 V¡j q j c
+ 3 Vi21 q^1' A M O ) + 3 Vlj1 q^(2) AM Ü Í + 3 VÍJ1 q^l) AMÍ2) + V|J
+ Vt e(1)3 + 3 V, c(1) c (2> + 3 vi11 c(1)2 AM t l ) + 3 V^1 tllí AM(1)2
+ 3 V¡n €(2) AMtl) + 3 Vi11 e(1) AM(2) + V,
 C
(3>
 + V¡31 AMtl)3 *
+ 3 V¡21 AMO) AMÍ2) + Vi11 AMÍ3) = O (3.79)
Contrayendo la (3.79) se obtiene
MÍ }V v v v v * T U v v n v ' j. 1 V1 ' v v 1
Mjkl Al AJ Ak Al ° vijk Xl Xj Mk J V Í J Xl Aj A
+ V,
 Xl c
<3)
 - O (3.80)
Reemplazando A en la ec. (3.80) y despejando resulta
•
 (3) ^
 vijki xi xj xk xi •*• 3 Vijlt xt Xj zk ^^^
El valor de la derivada tercera de la carga A se obtiene como sigue. De
la ec. (3.79), puede expresarse el valor de q en función de A
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q =
 j yj "< (3.82)
con tj dado por
VU tj - -(V|klm x, xm + 3 (V Ik l q?'2' + V[k> AM(2)) )Xfc - V, CW) (3.83)
Reemplazado (3.82) en la segunda ecuación de las terceras de perturbación
contraída se puede obtener A
M(2)f.,
= - (V1Jltlm xk x, xm + 3 (Vljk, xt qk
..[1] -M(2K (3K -/•„V1Jk xk A ) -f V1Jk tk + V,j e •) x lXj - 3(V1Jkl xk x, + V1Jk qk
.11} ,MÍ2K M(l) M(2) ,„ .Xi Xj - 3 V1Jk Xl Xj xk (3.84)
Con AMt3) de la ec. (3.84) se puede obtener q"t:í) de las (3.82).
3.4.4 Bifurcación Asimétrica
Reemplazando q, de la ec. (3.63) en la ec. 13.60) se obtienen las
MU) , M ( l ) .derivadas Xj (recordando que Xj =0) con j=2,n
Vu x^ü) = - !VlkI x, + (V í k l y, * Vjí1) AM ( 1 ))] xk (3.85)
con AM calculado de la ec. (3.65). Realizando contracción sobre la ec.
(3.70) y teniendo en cuenta (3.63) resulta
..U] , ,M(i)V1Jk Xj Xj xk + 2 (V1Jk X] Xj yk f Vu x, Xj) A
+
 ÍVlJk x, yj yk * 2 vi)1 x, yj * v|21 Xl) AM(l)2+ V, x, e(2) = O (3.S6)
de la (3.86) se puede despejar e previo reemplazo de A en el segundo
término, resultando
<m , f m * *-\ t f I * J 1 M ^J \\F v v v _ í \J V 17 17 A V V V V *• V Y I
m
 vuk xi xj xk l v i jk x» yj ^k * ¿ v u xi j j * vi xi' ••i ** *
Vi x,
(3.87)
M(2)llevando este resultado a la ec. (3.70) permite expresar q, en función de
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la derivada segunda de la carga AMÍ2
MÍ2) .MÍ2) ,QJ = Sj + yj A (
con Sj dado por
,r M(2> Mil) Míl) ...m Mil) ^M(l) .', (2) ..[2] .Míl)2VU SJ * - Viic] <Jk qi ~ 2Vik qk A - V, e • V, A
Í3.89)
realizando contracción sobre la (3.71) y utilizando la ec. (3.88) es posible
obtener la derivada segunda de la carga A
..ti] ,M(2) Mfl ) M(l) _,(VIJk x, Xj yk + V,j x, x^ A - - (V1Jkl x, qk q,
L - ..U) M(l) .Mil) Í2) ..121 >M(J)2»+ 2 V1Jk x, qk A + Vijk Xl sk + V,j K! e + Vu x, A ) Xj
V\}]
 Xí AMÍ1)) x (3-90)
Con AMÍ2) de la (3.90) y con g"12' de la (3.88) se obtiene la derivada
segunda del vector propio x utilizando la (3.71)
M(2) Mu) Mil) ,_[ll M(l) ^M(l) .. MÍ2)j - - (V1Jkl qk q, + 2 V1Jk qk A + V1Jk qk
V « -, W ^ . w , , ^
 WÍ1J ,U c + V0 A + V(j A ) Xj - 2 ÍV1Jk qk + V,j A
(3.91)
3.5 DIAGRAMAS DE SENSIBILIDAD
A continuación se obtienen los diagramas de sensibilidad para los distintos
puntos críticos
3.5.1 Punto límite
En este caso el parámetro de perturbación es e] parámetro que mide la
imperfección por lo que el diagrama de sensibilidad es directamente la
ecuación (3.43) con el reemplazo s —> c
.M . C « M i * M 2 . _ . / *} f,-> \A ~ A + A c + A e /2! + ... (3.92)
y los valores de las derivadas primeras y segundas dadas en las ec. (3.50) y
(3.58) respectivamente.
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3.5.2 Bifurcación Simétrica
La variable de perturbación es s —> ql por lo que el diagrama de
sensibilidad queda parametrizado por esta variable; de (3.43) y (3.45) y
utilizando los resultados de (3.61), (3.66) y (3.73) se tiene
c =
 £
í3>q3/3!
(3.93)
(3.94)
con AM<2), AM(3) y £Í3) calculados con las ec. (3.77), (3.84) y (3.81).
Reemplazando ql de (3.94J en (3.93) se puede obtener el diagrama de
sensibilidad en forma explícita
AM .C -MC2)A = A + A
(3/2> (3)
c
12 i ' Mí 3)
(2/3) (3,95)
3.5.3 Bifurcación Asimétrica
El diagrama de sensibilidad en forma paramétrica esta dado por (3.43) y
(3.45) en conjunción con las (3.65), (3.90), (3.61) y (3.87) que permiten
^,j« i., -»MÍ1> -^M<2> "i <2)calcular A , A , c y e .
A M .C .A « A + A M(2) ,0qj/2
Reemplazando q¡ de la (3.97) en (3. 96') se tiene
.M c .MU)A ~ A -f A AM £ 2Vc ( 2 )c
(3.96)
(3.97)
(3.98)
En la Tabla 3.1 se presentan las trayectorias de equilibrio correspon-
dientes a bifurcaciones estables e inestables y puntos límites juntamente con
los diagramas de sensibilidad de sistemas bajo cargas estáticas.
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C A P I T U L O
INESTABILIDAD DE SISTEMAS
BAJO CARGAS IMPULSIVAS
4.1 INTRODUCCIÓN
El estudio de la inestabilidad bajo cargas impulsivas comprende, en
términos generales, el análisis de estructuras sometidas a cargas escalón de
duración infinita (asociadas a la función de Heaviside), escalón de duración
finita o rectangulares, triangulares o en general de cualquier forma pero de
duración finita, e impulsivas propiamente dichas o impulsivas ideales
(representadas por la función delta de Dirac). La Fig. 4.1 representa las
cargas impulsivas más usuales.
El comportamiento de los sistemas sometidos a estas cargas dependen
fundamentalmente de su comportamiento estático pero también de las hipótesis
del analista respecto a las simplificaciones introducidas en el modelo. Sin
embargo, cuando se habla de problemas de inestabilidad bajo cargas
impulsivas en general se hace referencia a sistemas hamütonianos que u
oscilan alrededor de un punto de equilibrio o que cuando divergen escapan y
oscilan en trayectorias que encierran al punto de equilibrioanterior o que
escapan definitivamente. De la mano con lo anterior está el hecho de que
asumido tal o cual modelo y el método resolutivo utilizado para abordarlo,
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surgirán los distintos criterios de estabilidad. Entonces, a fin de seguir
A
(a) b)
- t
(O ( d )
Fig. 4.1 - Cargas Impulsivas: (a) Escalón, (b) Rectangular,
íc) Impulso Ideal, (d) Triangular.
estableciendo un marco conceptual adecuado, se tratan a continuación temas
relacionados con la respuesta, los criterios de estabilidad, y antecedentes
de sistemas sometidos a cargas impulsivas.
4.2 RESPUESTA DE LOS SISTEMAS BAJO CARGA IMPULSIVA
Cuando un sistema es sometido a cargas impulsivas, puede dar origen a los
siguientes comportamientos:
4.2.1 Resonancias Paramétricas
El término resonancia en dinámica se utiliza para describir el fenómeno
oscilatorio que se origina cuando un sistema es excitado por una fuerza
armónica cuya frecuencia coincide con alguna frecuencia natural del sistema.
En este tipo de comportamiento, la causa inicial del movimiento oscilatorio
es la fuerza aplicada. El fenómeno de resonancia paramétrica es similar pero
presenta una diferencia respecto al anterior. En este caso, la fuerza
actuante puede originar una resonancia en un modo secundario de vibración,
es decir, un modo distinto de aquel que es directamente excitado por la
presencia de la fuerza. Matemáticamente la diferencia es sencilla. En los
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4.2.2 Saltos Dinámicos
Es el comportamiento que presentan sistemas que siendo estáticamente
inestables son cargados con cargas impulsivas. Los conceptos desarrollados
por Hsu (1967,1968) y los criterios de Roth-Budiansky Í19Ó2) fueron
desarrollados para este tipo de sistemas {ver sección 4.3). Físicamente el
comportamiento es el siguiente: para pequeños valores del parámetro de carga
(aplicada impulsivamente) el sistema oscila alrededor del punto de
equilibrio estático más cercano. Cuando el valor del parámetro de carga
alcanza determinado valor se produce un movimiento de escape o de largas
amplitudes.
4.2.3 Movimiento Oscilatorio
Los sistemas que bajo carga estática están sujetos a bifurcaciones
simétricas estables o que sin presentar bifurcación poseen comportamientos
lineales o no lineales con un valor finito de rigidez, no presentan las
características descriptas en el punto anterior. Bajo cargas impulsivas
estos sistemas oscilan alrededor de la posición estática de equilibrio.
Ejemplos de estos sistemas son Jas columnas imperfectas, las vigas cargadas
transversalmente y las placas (Brewer y Godoy, 1990). Las condiciones criti-
cas, en este tipo de estructuras, se imponen mediante condiciones prácticas
que limiten la respuesta dinámica ya sea controlando la amplitud máxima, o
una deformación, o alguna otra restricción.
4.2.4 Quasi-bif urcación Dinámica
La teoría de quasi-bif urcación dinámica fue establecida por Lee y
utilizada para el análisis ínelástico de columnas [Lee (1981)1. Esta teoría
fue posteriormente utilizada por Kíeiber et al (1987) para el análisis de
estructuras mediante el método de elementos finitos.El concepto de
estabilidad asociado con la definición de la bifurcación quasí-dínámica es
el de Liapunov: al cambiar las condiciones iniciales se observa que, para
determinado valor de los parámetros del sistema, cuando transcurre un
determinado tiempo crítico, T , la respuesta perturbada se separa de Ja no
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perturbada. La fig. 4.2 muestra el comportamiento de un sistema que
experimenta este tipo de inestabilidad. El tiempo crítico se establece al
P(t )
q ( t )
r ( 0 )=
Fig. 4.2 Bifurcación Dinámica - Modelo del Comportamiento
analizar la respuesta perturbada de un sistema sin amortiguamiento gobernado
por la ecuación diferencial no lineal
M q + k(q) = P(t) (4.1)
en la que M representa la matriz de masa, q las coordenadas generalizadas, k
las fuerzas elásticas y P las cargas conservativas externas. Al cambiar las
condiciones iniciales en la ec. (4.1) se puede demostrar iKleiber et al
(1987)] que el tiempo crítico queda determinado cuando el problema de
valores propios
[K1 - A M] * = O (4.2)
en el que K =3k/5q es la matriz de rigidez tangente, A los valores propios y
* los vectores propios calculados en el tiempo £, presenta un autovalor
negativo. Esto es, los autovalores de la ec. (4.2J satisfacen las siguientes
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condiciones
O < Ai(t) í Az(t) s Aaft)... t < Tcr
AiítJ < O t > T,r (4.3)•
Para descubrir la singularidad de K es necesario integrar numéricamente las
ecuaciones (4.U y evaluar en cada paso el problema de valores propios (4.2)
para detectar el momento (t=Tcr) en que la matriz de rigidez tangente deja
de ser estrictamente positiva definida. Cuando se satisface la segunda de
Jas condiciones (4.3), cualquier variación de las condiciones iniciales
conducirá a un comportamiento como el indicado en la Fig. 4.1 en que la
trayectoria crece monotónicamente.
4.3 CRITERIOS DE INESTABILIDAD BAJO CARGAS IMPULSIVAS
Para cargas impulsivas, el concepto de inestabilidad dinámica está
asociado al hecho de que para valores suficientemente pequeños de la carga
el sistema simplemente oscila alrededor de la posición de equilibrio más
cercana y las amplitudes de la oscilación se mantienen suficientemente
pequeñas. Si la carga es incrementada algunos sistemas pueden experimentar
oscilaciones con grandes amplitudes o un movimiento divergente. Para que
este último fenómeno se produzca, es necesario que el sistema posea dos o
mas posiciones de equilibrio estáticas. El movimiento de escape se origina
cuando existen trayectorias que pasan cerca de la posición de equilibrio
inestable. La respuesta estática del sistema juega un papel importantísimo
en el comportamiento de estos sistemas y en general se puede afirmar que si
bajo carga estática el sistema presenta un comportamiento de punto límite,
entonces el sistema exibirá una respuesta dinámica que, para determinado
valor de la carga, se tornará divergente. Esto explica porqué la mayor parte
del esfuerzo de análisis se dirige a estructuras cuyo comportamiento
estático es inestable; esto es, estructuras que presentan puntos límites o
bifurcaciones con trayectoria postcrítica inestable.
La totalidad de conceptos y metodologías utilizados por los investigadores
para estimar condiciones críticas de sistemas elásticos sometidos a cargas
impulsivas pueden ser clasificados en Jos siguientes grupos:
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4.3.1 Aproximaciones utilizando Soluciones Numéricas.
Este criterio fue propuesto por Budiansky y Roth (1962) al buscar las
cargas críticas de cascaras cilindricas rebajadas sometidas a presión, y
consiste en resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento para
distintos valores del parámetro de carga. Entonces, se adopta como carga
crítica el valor de la carga que produce un cambio grande, pero finito, en
la respuesta. Numerosos investigadores adoptaron este criterio porque puede
ser inmediatamente aplicado, si bien pueden aparecer ciertos inconvenientes
(sección 4.4.4). La Fig. 4.3 gráfica el criterio de Budiansky-Roth. En orde-
nadas se encuentra representada la amplitud del movimiento. Para valores
bajos del parámetro de carga A, la amplitud qm crece suavemente. Al
incrementar A, qm experimenta un salto para determinado valor de la cargó
que se identifica como carga dinámica crítica AD.
m
A A
Fig. 4.3 - Criterio de Inestabilidad de Budiansky-Roth.
4.3.2 Aproximaciones utilizando la Energía Potencial Total
Entre los autores que utilizaron el criterio energético citemos a Hoff y
Bruce (1954) que estudiaron la inestabilidad dinámica de un arco articulado
cargado lateralmente bajo la acción de carga impulsiva y escalón. Utilizando
un diagrama en el que se describía las curvas equipotenciales de la energía
potencial los autores analizaron la influencia de la presencia del modo
asimétrico en la respuesta dei sistema. Mostraron que si bien el modo
inicial y final de las configuraciones estables era el simétrico, el modo
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la proximidad de ZE presenta las siguientes propiedades: (a) es positiva
definida, (b) esta acotada inferiormente y (c) posee al menos una cota
superior infinitesimal. En consecuencia, pueden construirse una serie de
superficies cerradas de nivel de V(z) alrededor de ZE. Estas superficies
pueden ser expandidas tomando valores de V crecientes hasta que encuentren
un punto crítico inestable de equilibrio. Resulta evidente que todas las
superficies de nivel V(z) interiores a la superficie valuada en el punto
crítico V(zc) satisfacen la desigualdad
V(z) V(zc) (4.7)
Entonces, la región S(zE) interior a la superficie Vízc)> excluida esta, es
una región suficiente de estabilidad frente al salto dinámico en el sentido
que si la configuración inicial en el tiempo t - O está situado en el
interior de S(zE) entonces la trayectoria permanecerá en S(zE) y no ocurrirá
salto dinámico. La Fig. 4.4 gráfica las consideraciones anteriores. Se ha
representado la energía potencial del sistema en conjunción con un diagrama
V *
Fig. 4.4 Energía Potencial y Diagrama de Fase.
de fase. Cada nivel energético ht está asociado con una trayectoria Tj en el
diagrama de fase. El punto de equilibrio estable es ZE = «?E»°^ v el Punto
de equilibrio crítico es zc = (Qc,0). Cuando el nivel energético es superior
al crítico, ver ec. (4.7), el sistema presenta trayectorias divergentes; er.
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caso contrario, el sistema oscila alrededor de z£. Posteriormente Hsu Í1968J
analizó nuevamente el arco bajo carga escalón y describió el criterio de
•estabilidad anterior de la siguiente manera. La ec. (4.4) puede escribirse
como
< V(zc) (4.8)
o lo que es equivalente
H(zE) < H(zc) (4.9)
El criterio anterior se interpreta reconociendo que //(ZE) = O debido a que
el sistema se encuentra en el origen de coordenadas por lo que la condición
crítica en (4.6) se producirá cuando
H(zE) = Hízc) = O (4.10)
La forma de ir modificando ei valor de H(z^) es incrementado la carga, de
v
tal modo que se satisfaga la ec. (4.7). El valor de la carga así encontrado
se llama carga crítica dinámica AD y los valores menores a ésta, no
producirán salto dinámico. Utilizando este criterio, Hsu determinó las
condiciones de estabilidad en función de las relaciones entre la carga y la
forma inicial del arco.
Una exposición sistemática del criterio energético ha sido presentada por
Simitses (1990). Si bien las ideas principales son las ya establecidas por
Hsu según las ec. (4.7) y (4.1O), la exposición de Simitses es más clara y
acabada y se presenta a continuación. Los conceptos se presentan utilizando
un modelo de un grado de libertad, pero su extensión a sistemas de múltiples
grados de libertad no presenta inconvenientes.
4.3.2.1 Carga Impulsiva Ideal
La Fig. 4.5 muestra la energía potencial elástica del sistema sin carga.
El origen del mismo representa la posición de equilibrio inicial del
sistema. Por ser el sistema conservativo, se satisface
H° = V°(tJ + T°ít) = C t > O* (4.11)
en la que H representa la energía total del sistema sin carga, a partir del
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instante en que ha cesado de actuar la carga. La constante C se determina en
V
a Qc QB Q
Fig. 4.5 - Energía Potencial del Sistema Sin Carga.
tonces en término del valor de la energía cinética , T(0 ), alcanzada por el
sistema en el instante í=0*. instante para el cual el valor de la energía
elástica, V(0*), es nula. En estas condiciones, la ec. (4.11) se escribe
V°(t) + T°(t) = TÍO*) t > O' (4.12)
El valor de la energía cinética 7(0*) se obtiene a partir de la carga
utilizando el principio dé impulso y cantidad de movimiento. Cuando el valor
de la energía cinética T(0*) inicial es tal que el sistema alcanza el nivel
energético crítico asociado a un punto de equilibrio inestable, entonces el
valor de la carga impulsiva es la crítica. De la ec. (4.12) se obtiene
Trr(0*) = VÜ(QB) (4.13)
La inecuación (4.7), que expresa las condiciones para que el sistema no
sea inestable, es conceptualmente análoga a las expresiones (4.12) y (4.13).
Destaquemos que la inestabilidad sólo se producirá si la energía potencial
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del sistema sin carga presenta un máximo. Si el valor del desplazamiento QB
supera valores físicamente admisibles entonces, la energía cinética crítica
puede determinarse por la siguiente
Tcr(0*> = V°ÍQC) (4.14)
en la que Qc se toma como desplazamiento máximo admitido. Esta modificación
del criterio permite su extensión a sistemas estables que no presentan una
posición de equilibrio inestable.
4.3.2.2 Cargas Impulsivas de Duración Infinita
La Fig. 4.6 muestra la energía potencial total del sistema graficada para
distintos valores de la carga A. Ei sistema presenta dos puntos de
equilibrio, uno estable asociado con el mínimo de V, indicado Aíty otro
inestable asociado con el máximo, Fj. Este comportamiento es característico
A,=0
Fig. 4.6 - Energía Potencial Total
de sistemas que presentan puntos límites y/o bifurcaciones inestables
(arcos, domos esféricos, cilindros perfectos e imperfectos, etc.). Siendo el
sistema conservativo, se satisface la siguiente
Capítulo 4 Sistemas sometidos a Cargas Impulsivas 63
+ TA(t) = C t £ O (4.15)
La energía potencial en el origen se toma cero por lo que la constante en la
ec. (4.15) es C = O. Esto implica que siendo la energía cinética una función
positiva definida, el movimiento sólo tendrá lugar si
VA(t) < O Í4.16)
Esta situación se satisface para una carga tal como la A2 en la que la ec.
(4.16) se satisface para valores del desplazamiento Q * <?m. En consecuencia
el punto de equilibrio inestable Bz no puede ser alcanzado. Para un valor de
la carga A3 el sistema alcanza el punto de equilibrio inestable B3. Este
carga es entonces la carga dinámica crítica, AD. Para valores mayores de la
carga, los puntos de equilibrio A\ y B¡ se aproximan hasta que para
determinado valor de la carga, A4, los puntos coinciden. Esta carga es la
carga estática crítica, As. Esta evolución muestra que la carga crítica
dinámica es menor que la carga crítica estática.
En síntesis, la determinación de la carga escalón crítica involucra la
solución de las ecuaciones que describen la energía potencial y el
equilibrio del sistema
V(Q.A) = O (4.17)
V^Q.A) = O (4.18)
sujetas a la condición de que los puntos críticos sean inestables, es decir
se cumpla
Vij<Qc'Ac> < ° (4'19)
4.3.2.3 Carga Rectangular
Consideremos un sictema que inicialmente se encuentra descargado. Si el
sistema es cargado súbitamente, durante un tiempo T, con una carga de
amplitud A, superior a la carga crítica escalón, y esta carga imparte al
sistema una energía menor a la energía potencial V (QB) del sistema sin
carga, entonces la respuesta permanecerá acotada; en caso contrario el
sistema sufrirá un salto dinámico. La fig. 4.7 muestra dos curvas de energía
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potencial: una corresponde al sistema sin carga, y la otra corresponde a una
carga superior a la crítica dinámica bajo carga escalón. Por ser
conservativo, el sistema satisface
VA(t) + TA(t) = O
V°(t) + T°(t) = V°(TJ + T°tTJ
La continuidad de la energía cinética implica que
VA
T°(7> =
V°(QT) .VA(QT)
•B
O s t * T (4.20)
t > T £4.21)
(4.22)
G
I A,
Fig. 4.7 - Energía Potencial Total
Reemplazando las ec (4.22) y (4.20) en la ec. (4.21) se obtiene
V°(t) + T°(t) = V°(T) - t > T (4.23)
en el punto crítico, la energía cinética es nula con lo que se tiene que el
criterio de estabilidad queda fijado por la inecuación
V°(qB) £ V°(qT) - (4.24)
La igualdad en la (4.24) corresponde a la condición crítica y la desigualdad
a un comportamiento dinámicamente estable.
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4.3.2.4 Influencia de la Precarga Estática
En muchos casos prácticos, los sistemas se hallan inicialmente cargados
estáticamente y es en tales circunstancias en las que actúan las cargas
impulsivas. A continuación, se extienden los criterios establecidos en las
secciones anteriores. Se describirá el comportamiento de los sistemas bajo
carga rectangular y los resultados se particularizarán para las condiciones
extremas es decir para carga escalón (T—x») y para carga impulsiva ideal
(T-^0). En la fig. 4.8 se ha graficado la energía potencial total del
sistema, que se encuentra cargado estáticamente con la carga A0. El desplaza
Fig. 4.8 - Influencia de la Precarga Estática
miento correspondiente al punto de equilibrio estático se denota por QA.
También se ha representado el potencial total correspondiente a la carga
A0+A, siendo A el valor de la carga rectangular aplicada al sistema durante
el tiempo T, cuando este se encuentra en reposo en el punto A. Entonces
puede escribirse
JVA ( Q ) - 14.25)
si el sistema es conservativo, durante la acción de la carga A se tiene
VA(t) + T^ft)5- vNpJ O £ t £ T (4.26)
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Reemplazando V de la ec. (4.25) en la (4.26) se obtiene
VA+A°(t) + T^Nt) = VA*Ao(QA) O a t s T (4.27)
Cuando t>T, la carga A cesa de actuar y se satisface la siguiente
vNt) + TA°(t) = VA°(T) + TA°(T) t > T Í4.30)
La continuidad de la energía cinética requiere
rSl) = TA°+A(T) (4.31)
entonces, de la ec. (4.27) se tiene
TVAÍT) = V^NtW - VA+Ao[OÍT)l (4.32)
y reemplazando la ec. (4.32) en (4.31) y esta en (4.30) resulta
VA°(t) + rSt) = VA°(T) + VA+A°(QA) - VA*A°[Q(T)] t > T (4.33)
Siendo nula la energía cinética cuando el sistema alcanza el punto de
equilibrio B, el criterio de estabilidad se expresa por la siguiente
VA°(QB) * VA°(T) + VA+A°(QA) - VA*A°[Q(T)J (4.34)
La igualdad en la ec. (4.34) permite determinar la condición crítica y el
cumplimiento de la desigualdad esta asociado con un comportamiento estable.
Para el impulso ideal, el principio de conservación de energía implica
VA°(t) + TA°(t) = VAo(QA) 4 TA°(0*) (4.35)
El valor de la energía cinética , crítica se obtiene cuando la energía
potencial iguala a la energía crítica del sistema sin carga y la energía
cinética se anula, es decir se satisfacen
VAo(t) ^ V^fCíe) y TA°(t) = O (4.36)
lo que permite determinar el valor de la energía cinética crítica
T^(0*) = vNQjj) - V^QA) (4.37)
Para la carga escalón se satisface la ec. (4.27) y el valor de la carga
crítica queda determinado cuando se satisface la siguiente
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4.4.2 Pórtico de Dos Barras
El pórtico de dos barras es una configuración estructural que puede o no
ser inestable bajo cargas estáticas. Esto depende del tipo de carga y de las
condiciones de contorno. Este tipo de estructuras, bajo cargas dinámicas, no
recibió tanta atención en la literatura y fue analizado por Thompson Í1967),
Kounadis, Giri y Simitses (1977), Simitses y Kounadis Í1978) y Simitses y
Vlahinos (1982). Los resultados muestran que bajo carga escalón, y en el
peor de los casos, la inestabilidad (salto dinámico) se presenta para una
carga que es alrededor del 70 7, de la carga crítica estática, por le que un
diseño que utilice un coeficiente de seguridad 2, lo que es usual en la
práctica, aplicado sobre la carga dinámica y utilice un criterio estático
estará del lado de la seguridad.
4.4.3 Arcos Delgados
La primera investigación en arcos delgados bajo carga dinámica se debe a
Hoff y Bruce (1954). Ellos consideraron el problema de un arco articulado
cuya forma inicial y carga aplicada estaban descriptas por semiondas
sinusoidales. Las cargas consideradas fueron la escalón y el impulso ideal.
Siguiendo este estudio varios trabajos analizaron este tipo de estructuras:
Simitses (1965), Lock (1966), Hsu (1966, 1907, 1968), Fulton y Barton
(1971), Lo y Masur (1976), Huang y Nachbar (1968), incluyeron ei efecto de
imperfecciones geométricas iniciales y la viscoelasticidad. Gregory y
Plaut (1982) y Donalson y Plaut (1983) analizaron las regiones de
inestabilidad para arcos cargados por dos grupos independientes de cargas
dinámicas. E! efecto del amortiguamiento sobre el comportamiento de arcos
rebajados fue investigado por Johnson (1980). La influencia de cargas
aleatorias en el comportamiento dinámico de arcos fue tratado por Ariaratnam
y Sankar (1968); Sundararajan y Kumani (1972) estudiaron el efecto de cargas
inclinadas y Huang y Plaut (19S2) analizaron cargas pulsantes .
4.4.4 Domos Esféricos
La mayoría de los trabajos encontrados en la literatura asumen que las
cargas están aplicadas en forma uniforme y axialsirr.étricas. A su vez, !£S
cargas generalmente tratadas son la impulsiva ideal y la escalón. Algunos
trabajos consideran también cargas rectangulares. El primer estudio de
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sustancial sin que aparezca un salto inestable, este criterio no tuvo mucho
eco en las aplicaciones.
Revisiones bastante extensivas sobre el tema fueron realizadas por
Ball (1975) y Holzer (1979).
La influencia de imperfecciones geométricas iniciales fue estudiada por
Kao y Perrone (1978) y Kao (1980); la aplicación de dos o más cargas
independientes fue tratada por Kato y Matsuoka (1977); Blackmon y
Simitses (1975) analizaron la influencia de rigidizadores polares y
circunferenciales. También se consideraron la ortotropía y la presencia de
agujeros ÍAlwar y Redd¡(1979)) y el comportamiento inelástico del material
ÍKao (1980)]. El efecto del amortiguamiento fue discutido por Mescall y
Tsui (1971). Finalmente, también se realizaron estudios de inestabilidad
dinámica en domos reticulados rebajados [Coan y Plaut (1983), Holzer (1977)]
y pórticos espaciales [Belytschko, Schwer y Klein (1977)]. En estas estruc-
turas, la inestabilidad puede ser local o global, y las condiciones criticas
se identifican con ambos modos de falla.
4.4.5 Cascaras Cilindricas
Las cascaras cilindricas son utilizadas extensivamente como componentes
primarias en configuraciones estructurales mas complejas. Cuando están en
servicio, estos sistemas soportan la acción de cargas desestabilizantes que
a menudo son de naturaleza dinámica. Esto generó un gran interés en el
análisis de la inestabilidad dinámica de estas estructuras. Los primeros
estudios [Agamirov y Vol'mir (1959), Kadashevich y Pertsev (1960), Roth y
Klosner [1964), Humphreys y Bodner (1962), Goodier y Mclvor (1964)] se
concentraron en sistemas bajo cargas impulsivas y escalón y en establecer
criterios y estimaciones de cargas críticas. Budiansky y Hutchinson
[(1964), (1966)] presentaron resultados generales para estas
configuaraciones utilizando una versión modificada del criterio de
Budiansky-Roth. Budiansky (1967) señaló que en los problemas de inesta-
bilidad dinámica pueden presentarse también resonancias paramétrícas.
Estudios especiales de este fenómeno fueron reportados por Goodier y Mclvor
(1964) y Daníelson (1969). Inestabilidad dinámica bajo impacto de alta
velocidad fue investigada exper i mentalmente por Lindberg y Herbert (1966).
Para muy altas velocidades ellos observaron "buckles" de longitud de onda
muy corta. Mostraron también, que los modos de pandeo pueden ser previstos
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con la teoría clásica de pandeo. Estudios similares fueron realizados por
Maymon y Libai (1977) y por Zimcik y Tennyson (1980). Experimentos y
resultados experimentales se encuentran en los trabajos de Sunakawa y Kibe
(1983), Abramowicz y Jones (1984, 1986), Lindberg et al. (1987) y
Kirkpatrick y Holmes (1988). Los estudios teóricos que trataron
exclusivamente el caso de cargas impulsivas son los de Hubka (1974) y los de
Lovell y Mclvor (1969). Estudios de estructuras bajo cargas escalón de
duración finita o infinita incluyen los trabajos de Almroth et al. £1976),
Tamura y Babcock (1975), Lockhart y Amazigo (1975). Lockhart (1979,1982),
Simitses et al.(1982, 1983) y Sheinman et al (1983). Una revisión y crítica
de los distintos métodos de análisis para cascaras sometidas a cargas
dinámicas fue presentada por Svalbonas y Kalnins (1977). Una revisión más
general fue presentada por Simitses (1987) que incluye todos los problemas
estructurales y fenómenos asociados con la inestabilidad dinámica.
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C A P T U L O
INESTABILIDAD DINÁMICA EN SISTEMAS
DE UN GRADO DE LIBERTAD
5.1 INTRODUCCIÓN
En este capítulo se presenta una revisión de resultados obtenidos
principalmente a partir de un modelo de un grado de libertad. Dicho modelo
tiene como ventajas principales las de ser adimensional y poder representar
todos los comportamientos básicos: bifurcaciones (estables, e inestables) o
puntos límites. Este mismo modelo será posteriormente extendido para poder
ser utilizado en el estudio de sistemas en el que actúan dos cargas.
Entonces, a pesar de que dicho modelo puede tener existencia en sí mismo,
ver Apéndice A, es importante notar la forma en que este puede ser obtenido
a partir de sistemas de múltiples grados de libertad, cuáles son las
hipótesis simplificativas que están involucradas y los criterios de
inestabilidad que surgen de su análisis.
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5.2 EL MODELO DE BUDIANSKY - RELACIÓN CON SISTEMAS DE MÚLTIPLES
GRADOS DE LIBERTAD.
.. i
El modelo de la Fig. 5.1 fue propuesto inicialmente por Von Karman, Dunn y
Tsien (1940) en su estudio sobre la respuesta a cargas dinámicas de
cilindros. Posteriormente, Budiansky y Hutchinson (1964) lo modificaron para
obtener estimaciones para cargas dinámicas de pandeo en cascaras
cilindricas. Este modelo fue utilizado también por Danielson (1969) para
estudiar resonancias paramétricas y por Elishakoff (1980) con la finalidad
de extender los resultados alcanzados por Budiansky y Hutchinson a sistemas
que presentaran no linealidades cuadráticas y cúbicas simultáneamente. Estos
autores estudiaron el comportamiento para carga axial solamente.
Fig. 5.1 - El modelo de Budiansky.
5.2.1 Análisis Estático de Estructuras Perfectas
La vinculación de este modelo con estructuras de múltiples grados de
libertad puede establecerse siguiendo las hipótesis establecidas por
Budiansky (1967). Suponiendo que la estructura perfecta posee un
comportamiento estático asociado con bifurcaciones (asimétricas y simétricas
estables o inestables), entonces, si se asume: (a) que la trayectoria
fundamental es lineal, es decir, que los desplazamientos, deformaciones y
tensiones pueden escribirse como
= A q0 c = A c, cr = A <rf (5.1)
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en la que A representa un parámetro de la carga p = A p0; (b) que después
del pandeo la respuesta del sistema puede expresarse según la siguiente
expansión
q = A q0 + £ qi + c2 qz + C3 <h +•• ts-2>
C s= A Cn "^ t £-1 "*" Q C^ + c Co T, • \D*JJ
V * 1 ^ t * *J
<r = A O*Q + £ (Tj + £ (r2 + £ ir., +.. (5.4)
en la que ql es la autofunción asociada al primer modo de pandeo y es
ortogonal a las otras autofunciones q,, i = 0,2,3...; (c) las ecuaciones
cinemáticas adoptadas tienen la forma
e = Lj(q) + L2(q) / 2 (5.6)
en la que los operadores Ll y L2 son lineal y cuadrático respectivamente y
L2 satisface la siguiente identidad
L2(u -t- v) = L2(u) + 2 Ln(u,v) + L2(v) (5.7)
Finalmente, (d) las ecuaciones constitutivas se asumen lineales y tienen la
forma
o- = H(e) (5.8)
Entonces, con estas hipótesis la ecuación del sistema perfecto resulta
(1 - A/AC) ^ + a C2 + b ^ + • • = O (5.9)
en la que las constantes a y b quedan determinadas por
3 <TJ L2(q1) 2 o-, Ln(q,,q2) + <r2 Laíq,)
a =
 ; b « (5.10)
2 C-j C, <Tj Cj
con
E! = Ljíqj) o-j = H(CJ) "" (5.11)
C2 = L1(q2) + L2(ql}/2 tr2 = H(c2) (5.12)
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5.2.2 Análisis Estático de Estructuras Imperfectas
Sensibilidad a Imperfecciones
.. i
Para analizar la influencia de imperfecciones iniciales q existentes en la
estructura sin carga, se redefinen iBudiansky (1967)] las deformaciones de
la siguiente manera:
e = L,(q) + ¿ Lztq) + Lu(q,q> (5.13)
y se mantienen las constitutivas (5.8). Utilizando las aproximaciones (5.2-
4) obtenidas para el sistema perfecto Budiansky expandió la ecuación de
equilibrio del sistema utilizando una aproximación de Galerkin que le
condujo a la siguiente:
(1 - A/AC) £ + a € + b £ + .. = - < r Ln(q,qi)/(<Ti EJ) Í5.14)
Si se expresa la imperfección inicial utilizando el primer modo
q = ? q, (5.15)
y se retienen sólo los términos lineales en f , se obtiene la siguiente
(1 - A/AC) £ + a £2+ b £3 + .. = I A/Ac (5.16)
que permite analizar la influencia de imperfecciones iniciales
proporcionales al primer modo de pandeo. En estructuras sensibles a
imperfecciones, la presencia de la imperfección modifica el valor de la
carga crítica estática, As, que disminuye su valor. Si se consideran
estructuras asimétricas puras (a * O, b = O) y se maximiza la ec. (5.16), se
llega a la siguiente relación entre la carga crítica del sistema imperfecto
y el valor obtenido para la estructura perfecta
(1 - AS/AC)2 + 4 a ? (AS/AC) = O (5.17)
en la que debe satisfacerse la condición a £ < O.
Si por el contrario se considera que la estructura presenta una
bi/urcación simétrica inestable entonces se cumple que a = 0 y b < 0 y los
valores máximos satisfacen la siguiente
O -Í1/2
(1 - AS/AC)3/2- -V- <-°)I /2 |?| <W = ° t5'18)
b
Las estructuras en las que a * O, b = O se denominan asimétricas o
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cuadráticas y en las que se cumple que a = O, b < O se denominan simétricas
inestables o cúbicas (en el caso en que a - O, b > O la estructura también
presenta una bifurcación simétrica pero es estable). Los modelos cuadráticos
o cúbicos puros siempre presentarán un comportamiento estático inestable
mientras que en el caso de estructuras imperfectas, ? * O en las que a < O,
6 > O puede darse el caso en que el sistema no presente punto límite. Tatsa,
Teñe y Baruch (1975) analizaron la aplicabilidad de las ecuaciones (5.17) y
(5.18). Los autores concluyeron en que existían situaciones en los que ambos
coeficientes debían ser tomados en consideración y que en los casos en que
el coeficiente a era "grande", el coeficiente b podía ser dejado de lado,
mientras que si a < 0.01 y b < O entonces podía suponerse a = 0.
La generalización de las ecuaciones (5.17J y (5.18) al caso de estructuras
que presentan los dos coeficientes simultáneamente fue hecha por Elishakoff
(1980). El autor mostró que en el caso en que el coeficiente cubico sea
negativo, b < O, el sistema siempre presentará un comportamiento inestable;
mientras que si se satisfacía la relación a < O, b > O con la condición
a É; < O entonces, utilizando el método del lugar de las raíces [Kuo (1975)],
probó que el sistema presentaría punto límite sólo si se satisfacían las
siguientes relaciones
con
si b > O ; a £ < O ; a e 3b
s i b > 0 , a | < 0 , a < 3 b , |£¡
€,„ = - (a3/ 9 b) (3 b - a2)"1
(5.19)
(5.20)
(5.21)
El diagrama de sensibilidad a imperfecciones en este caso esta dado por
1 -
3 b
27 b
-4
a r As •]
3 b 1- Ac J
2 a 3 As _ '
+ • f
27 b2 Ac
(5.22)
5.2.3 Análisis Dinámico Considerando un Único Modo.
La ecuación variacional de equilibrio dinámico puede escribirse como
<r de = p óq - MCq) óq (5.23)
en la que el primer miembro representa el trabajo virtual de las fuerzas
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asociada con una cinemática no lineal, ec. (5.6), ya que la constitutiva,
ec. (5.8), se asume lineal; mientras que en el modelo la no linealidad es
constitutiva y la cinemática es lineal. De hecho, un análisis de la
cinemática del modelo, Apéndice A ec. (A.2), muestra la aparición de
3
términos en £ que fueron despreciados frente a la contribución del término
cúbico constitutivo. En general, los modelos de un grado de libertad [Eli
Yitzhak et al. (1988), Raftoyiannis y Kounadis (1988)] que se presentan en
la literatura son cinemáticamente no lineales, sin embargo, lodos Jos
comportamientos básicos pueden ser representados por el modelo de Budiansky.
5.3 COMPORTAMIENTO DINÁMICO BAJO CARGA ESCALÓN
Todos los trabajos relativos a problemas de inestabilidad bajo cargas
impulsivas tratan este tipo de carga. El comportamiento de un modelo
dinámicamente inestable se describe mediante eí diagrama de fase en la Fig.
5.2. Para valores suficientemente pequeños de la carga el modelo oscila, pa-
A
AD
A31
A2
A1
0
rr. m m
Fig. 5.2 Inestabilidad Dinámica - Carga Escalón
(a) Diagrama de Fase - (b) Carga Dinámica Crítica
sando en todo momento por el origen, Fig.5.2. a, mientras que si la carga
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establecido por Elishakoff (1980). Extendiendo los resultados establecidos
para el mismo modelo bajo carga estática, ver ec. (5.19-22) Elishakoff
(1980) mostró que la curva de amplitudes máximas bajo carga escalón
presentaría un punto límite si los coeficientes cuadrático y cúbico y la
imperfección satisfacían las siguientes
con
si b < O , V a
s i b > 0 , a f < O
s i b > 0 , a £ < O
I
0.0 A B
0.035
0.025
a t 27/8 b
a< 27/8 b
= - (4/27) (aVb) [(27/8) h -- a2]"1
. ,
Estable
crd
Inestable
(5.34)
(5.35)
Í5.36)
£5.37)
a/b
1B/8 2
Fig.5.5 - Imperfecciones Críticas - Carga estática y escalón
Cuando la imperfección del sistema f toma el valor de £crd, la curva de
amplitudes máximas (Fig.5.4.a-b) muestra un punto de inflexión. De esta
forma, y utilizando los resultados obtenidos para el caso estático, ec.
(5.19-22), Elishakoff (1980) explica la dualidad observada por Budíansky
para el caso a < O, b > O. En el rango de valores 3b < a2< 27/6 b el
sistema será estáticamente inestable para cualquier imperfección y
dinámicamente inestable (en el sentido de presentar punto límite) sólo si la
_
 f ^
imperfección £ safisface la ec. (5.37). Mientras que si a < 3b entonces la
imperfección deberá ser menor que la (5.21) y la (5.37) si el sistema ha de
presentar simultáneamente ambas inestabilidades. Si se igualan las
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ecuaciones (5.21) y (5.37) se encuentra, Fig.5.5, que ambas imperfecciones
críticas valen lo mismo si aZ= (15/8) b. A partir de este punto y para
o
valores crecientes de la relación a / b , las curva de la imperfección
crítica estática esta por encima de la correspondiente dinámica, por lo que
existirán imperfecciones para las que el sistema es estáticamente inestable
y dinámicamente estable. El comportamiento es inverso para valores de
a2/b < (15/8). Satisfechas las condiciones (5.34-37) el sistema será
dinámicamente inestable y el diagrama de sensibilidad a imperfecciones en
este caso está dado por
AD 8 a2i _ _
Ac 27 b
27 b
-8
4 a
9 b Í1--1 -A _
64 a
729 b A
15.38)
Cuando el sistema presenta inestabilidad estática y dinámica
simultáneamente, se pueden obtener los valores de la carga dinámica
referidos a la estática AD/AS igualando las imperfecciones en la Í5.22) y
(5.38) dando la siguiente relación [EHshakoff (1980)]
—8
27 b
/ VD
1
8 a2 '
27 b
 <
j- 1/2
4 a
9 b
C j
64 a3
729 b2
-4
27 bV L
As a2 *
Ar 3 bk. t, j
> 1/2
a
3 b
As '
Ac .
2a 3 '
27 b2
 a
(5.39)
La ecuación (5.39) con a = O se reduce a la ec.(5.32) obtenida por Budiansky
y Hutchinson (1964).
Ecuaciones similares a las (5.22) y (5.38) fueron obtenidas por Roorda
(1973), en el análisis de una viga sobre fundación elástica tomando un sólo
término en una aproximación de Galerkin.
5.3.3 Carga Dinámica Crítica - Método Estático
Para modelos que presentan un comportamiento estático asociado con puntos
límites o bifurcaciones inestables con imperfecciones, Raftoyiannis y
Kounadis (1988) proponen un método que permite encontrar la cE-rga crítica
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dinámica sin integrar las ecuaciones de equilibrio.
Partiendo del principio de conservación de energía y si la carga y la
deformación son nulas en el instante t*0 entonces
T = O V(£,A) = 0 t = O Í5.40)
en la que T es la energía cinética, V la energía potencial total del
sistema, £ una coordenada generalizada y A el parámetro de carga. Después de
la aplicación de la carga se cumple
T+V = 0 t>0 (5.41)
Para que el sistema describa una trayectoria no acotada, el modelo debe ser
forzado a pasar a través de un punto de equilibrio inestable para el que
T=O y en consecuencia por la (5,41) debe ser
V = O Í5.42)
El potencia] total V en la ec. (5,42) alcanza un máximo ya que la ec. (5.41)
significa que para todo tiempo en que existe movimiento periódico y í*0 se
debe satisfacer V<0. Utilizando la energía potencial total, ec. (5.42) es
posible escribir a la carga en la forma
A - Aíf) (5.43)
Como Ja energía potencial tota] presenta un máximo en el punto crítico, se
debe satisfacer
dV av av dA
— = — + -- = o (5.44)
dC 3% 9A d£
Por otro lado, en el punto crítico se tiene una posición de equilibrio por
lo que se satisface
av
— = O (5.45)
ac
Reemplazando la (5.45) en (5.44) se tiene
SV oA
-- = 0 (5.46)
oA d^
Pero siendo dV/dh*Q, se cumple
dA
— = O (5.47)
Por lo que la curva A(£), ec. (5.43), pasa por un máximo en el punto crítico
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dinámico.
A5
A
Estática
o
Fig. 5.6 - Comportamiento estático y dinámico de sistemas inestables
Diferenciando nuevamente la ec. (5.44) se tiene
2a2v s2v d •- d2A
= o (5.48)
y reemplazando la ec. (5,47) conduce a
av d2A
ac2 aA d?2
pero como dV/SA < O entonces si debe satisfacerse que
" < O
(5.49)
<5-50í
para que la carga pase por un máximo, entonces de la (5.49) se obtiene que
< o (5-
lo que indica que el punto crítico se sitúa en un punto inestable de la
trayectoria de equilibrio estático. La carga crítica dinámica queda
determinada por el menor valor que satisfaga simultáneamente las ecuaciones
(5.43) y (5.45). La Fig. 5.6 muestra la trayectoria de equilibrio estático
del sistema en conjunción con la curva de desplazamientos máximos, ec. 5.43.
La intersección de dichas curvas provee la carga dinámica crítica que es
menor que la carga crítica estática.
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5.4 CARGAS IMPULSIVAS EN MODELOS CUADRÁTICOS O CÚBICOS
5.4.1 Carga Rectangular
El concepto asociado a la pérdida de estabilidad bajo la acción de carga
rectangular puede encontrarse en el artículo de Hutchinson y Budinasky
(1966) en el que se presentan resultados para dos modelos con no
linealidades cuadráticas o cúbicas. La carga rectangular está caracterizada
por su tiempo de duración T y el valor A0 de la carga. La respuesta dinámica
de cada uno de los modelos es tal que (para un valor fijo de Tí para
magnitudes de la carga A0 menores que un cierto valor, llamado carga
dinámica de pandeo AD, la respuesta permanece acotada, mientras que para
valores de A0 mayores que AD, la respuesta no lo está. Entonces, AD es una
definición natural de la carga de pandeo dinámica para los dos modelos.
Puede adoptarse también un punto de vista equivalente para definir la carga
AD que permite simplificar su obtención: para un determinado valor de A se
busca el valor de T, llamado TD, de tal modo que
fít)
A
t
Fig 5.7 - Comportamiento Estable e Inestable bajo Carga Rectangular
la respuesta permanezca acotada si T < Tut pero no para tiempos de duración
de la carga T > TD. En la Fig.5.7 se ha representado la respuesta para
valores del tiempo de aplicación de la carga menores y mayores que TD. En el
primer caso, el sistema oscila alrededor de la posición de equilibrio y en
el segundo inicia un movimiento no acotado. Las expresiones que relacionan
el valor de la carga dinámica de pandeo AD, el valor de la carga crítica
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estática Ac y el tiempo de aplicación de la carga para el modelo cuadrático
es la siguiente
d€ Í5.52)
en la cual T0 es el período natural del sistema lineal asociado y £T es el
valor del desplazamiento alcanzado en el tiempo TD de duración de la carga y
cuya expresión es:
-i A, -1/2( -2 v1 AC I( 3 ( a ? ) ) 7 1 (5.53)
Para el modelo cúbico, la expresión que se obtiene es similar a la del
modelo cuadrático:
TD i r F AD r 2 - 1 f
_ = — — € + 2 € € -TO 2 n J [ Ac ^ J ^
con
T
Oí
JJ
,
(5.54)
(5.55)
5 <
6
O
MODELO CUADRÁTICO
MODELO CUBICO
0.5 1.5 2
T/To
Fig .5.8 - Carga Dinámica Rectangular - Modelo Cuadrático o Cúbico
La relación entre la carga dinámica rectangular y su tiempo de aplicación se
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muestra en la Fig. 5.8 para los modelos cuadráticos y cúbicos para un
determinado valor de la relación AS/AC. Se observa que para un mismo tiempo
de aplicación de la carga, ésta es menor en el modelo cúbico. Utilizando las
expresiones (5.52) y (5.54) en conjunción con las e-. (5.17) Y (5.18) se
pueden obtener relaciones equivalentes a las (5.31) y (5.32) y t;'je conducen
al mismo resultado cuando TD —» w. La Fig.5.9 muestra las curviu; obtenidas
para ambos modelos: a medida que el tiempo de aplicación de la carga
aumenta, su módulo se aproxima al calculado como c¿rga escalón.
5.4.2 Cargas Triangulares
Para este tipo de cargas no es posible encontrar expresiones analíticas
sencillas, por lo que es necesario integrar las ecuaciore-;; :.¿ movimiei::o
VAS
Fig .5.9 - Carga Rectangular - Modelo Cuadrático o Cúbico
O 0.2 OA 0.6 0.6 1.0 o 0.2 0.4 0.6 as LO
A5/AC
Fig .5.10 - Carga Triangular - Modelo Cuadrático o Cúbico
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(5.25) y (5.?.7) y utilizar el criterio expuesto para cargas rectangulares,
ver. Fig.5.7. Los resultados obtenidos por Hutchinson y Budiansky se
muestran en las Fig. 5.10. El comportamiento de los sistemas es análogo al
descripto para carga rectangular.
5.4.3 Cargas Impulsivas Ideales
Para este tipo de carga, los resultados fueron obtenidos por Budiar.sky
(1967). Par«i el modelo cuadrático el resultado es el siguiente:
I = [ 2 (3)
y para el modelo cúbico:
I = [ 3 (6)1/2/8
—
- AS/AC) ¿AS T
- As/Acr3/2 As T0
(5.56)
Í5.57)
Utilizando estas expresiones y las obtenidas para la carga crítica
rectangular se pueden encontrar las relaciones que existen entre el impulso
rectangular definido por /r- AD TD y el valor del impulso crítico ideal para
cada tipo de modelo. La conclusión más importante es que el impulso
a rectangular
Carga triangular
Jí !/2 % 1 T/To
fig. 5.11 - Carga Ipulsiva Ideal - Modelo Cúbico
de tiempo nulo es una estimación segura para la carga crítica rectangular
solamente cuando la estructura es altamente imperfecta. De otro modo, el
Capitulo 5 Sistemas de Un Grado de Libertad 91
•
impulso asociado a la carga rectangular es menor que el de tiempo nulo.
Estos resultados se encuentran graficados en la Fig. 5.11 para el modelo
cúbico para la carga rectangular y triangular.
5.5 OBSERVACIONES FINALES
En el presente capítulo se ha hecho especial énfasis en el origen y en los
resultados que provee un modelo de un grado de libertad que resulta de
considerar el primer modo de una aproximación de Galerkin en sistemas de
múltiples grados de libertad. Si se desprecian las contribuciones dinámicas
de los modos de prepandeo, es posible obtener aproximaciones analíticas de
las cargas dinámicas escalón para estructuras asociadas, cuando se cargan
estáticamente, con bifurcaciones simétricas o asimétricas. Cuando se
encuentran presentes ambas no linealidades, pueden aplicarse los resultados
obtenidos por Elishakoff (1980) tanto para el cálculo de cargas críticas
estáticas, ec.(5.Z2), o dinámicas escalón, (5.37). El aspecto más
interesante de este modelo es que no siempre existirá un comportamiento
inestable y en consecuencia es necesario, previo a la utilización de las
ecuaciones que proveen las cargas críticas, verificar que el modelo
satisfaga las condiciones de inestabilidad para carga estática, ec. (5.19-
21), ó dinámica (ec. 5.34-37).
El modelo también puede ser utilizado para el análisis de cargas
impulsivas. A la vista de los resultados obtenidos y respecto a la
aplicabilidad de los mismos a sistemas de múltiples grados de libertad
Hutchinson y Budiansky (1966) observan:
a) La gran variación que se produce en la carga dinámica rectangular, AD/AS,
ver Fig. 5.9, para un valor fijo de la relación T/T0, cuando se varía la
relación AS/AC (asociada a la imperfección del sistema), sugiere
fuertemente que existirá más dispersión en los ensayos dinámicos que en
los correspondientes estáticos.
b) Respecto a los resultados de la Fig. 5.11, se observa que el impulso
ideal es una aproximación conservativa al impulso rectangular sólo en
sistemas altamente imperfectos. En caso contrario, el impulso rectangular
crítico es menor que el impulso ideal crítico.
c) La aplicación de los resultados obtenidos a sistemas de múltiples grados
de libertad es más difícilmente justificable cuando el tiempo de
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aplicación de la carga es muy corto. Su validez exige dos condiciones:
1) que pueda despreciarse la inercia del modo de prepandeo y
2) que el modo dinámico de pandeo no sea muy diferente del modo estático
.- *
de pandeo.
d) La utilización de las ecuaciones anteriores exige la determinación de su
período característico T0 = 2TT/ü> y la identificación como estructura
cuadrática o cúbica. Si existe una buena aproximación entre el modo
dinámico y estático, entonces puede adoptarse como frecuencia
característica la frecuencia asociada con este modo de vibración. En el
caso de estructuras que deforman en diversos modos, como los cilindros,
esta elección puede ser dificultosa. En tales casos, los autores sugieren
elegir, en forma conservativa, la mayor de las frecuencias presentes.
AD/AS
4 -
2-
1 -
O
O
MODELO
CUADRATIC MODELO
CUBICO
10
To/T
Fig. 5.12 - Estimación Conservativa de la Carga Crítica Rectangular
e) Para determinado valor de duración de la carga, TVT0, el menor valor de
la carga dinámica, AD/AS, corresponde a estructuras altamente imperfectas
(AS/AC s °) P°r lo Que puede adoptarse como criterio conservativo el
valor de la carga dinámica obtenida en estas condiciones. La Fig.5.12
muestra esta aproximación. Para valores pequeños de la relación T0/T el
valor de la carga se aproxima al de la carga escalón, 3/4 para el modelo
cuadrático y 2~' ' para el modeio cúbico. Si la relación T0/T es grande,
el comportamiento se aproxima al del impulso ideal y de las ecuaciones
(5.56) y (5.57) se tiene que el producto (AD/AS)(T^T0) tiende a
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2 (3)' /n en el modelo cuadrático y a 3 (6) /S Tí en el modelo cúbico.
Como fuera antes mencionado, el modelo cúbico presenta cargas menores que
el cuadrático para igual relación T0/T.
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C A P I T U L O
INTERACCIÓN DE CARCAS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS
EN MODELOS DE UN GRADO DE LIBERTAD
CON COMPORTAMIENTO POSTCRÍTICO INESTABLE
6.1 INTRODUCCIÓN
En ej presente capítulo se estudia el comportamiento de un oscilador
simple sometido a la interacción de cargas. Las ecuaciones de movimiento se
han expresado en forma adimensional de tal modo que los resultados obtenidos
puedan ser fácilmente extrapolados a otros sistemas gobernados por
ecuaciones similares. La alínealidad de las ecuaciones puede provenir de
considerar ecuaciones constitutivas o cinemáticas no lineales. Conocidos los
coeficientes es posible prever sí el comportamiento del modelo será estable
o inestable. De acuerdo al grado de alinealidad presente. Jos modelos se
clasifican en cuadráticos, cúbicos y cuadráticos-cúbicos.
En este capítulo se tratan modelos que presentan no linealidades
cuadráticas o cúbicas con comportamiento postcrítico inestable mientras que
los modelos que presentan ambas no linealidades se trataran en el capítulo
siguiente. En la Fig. 6.1 se muestra el modelo de Budiansky en el que aparte
de la carga vertical Aj, que permanece constante en el tiempo, se agregó
una carga transversal A2 que puede actuar en forma estática o dinámica
(carga escalón, rectangular o impulsiva ideal).
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Para el modelo cuadrático la fuerza restauradora está dada por
F = k L [(x/L) - a (x/L)*]
y para el modelo cúbico
F = k L Ux/U - 3 (x/Ul
(6.1)
(6.2)
y en la cual k es la constante de rigidez lineal, a y 3 son constantes
positivas.
Fig, 6.1 Modelo de Budiansky con carga axial y lateral.
Las ecuaciones de movimiento toman la siguiente forma:
1C
M . 1
€
 Ai
- + 1 --
w2 ^ Aic
_ _ f - - (3 3)
2CA
-1/2
= O
= O
ic
(6.3)
(6.4)
en donde £ = x/L es el desplazamiento y £ = x/L la imperfección del modelo
referidos a la longitud de las barras; w2 = k/m es la frecuencia natural del
sistema lineal sin carga; A1C = JcL/2 es la carga crítica de pandeo para la
1/2
columna perfecta; A2CA = kL/(4a) y A2CB = 2kL/[3(3&) } son las cargas
estáticas necesarias para alcanzar el punto límite en los modelos cuadrático
y cúbico.
Capítulo 6 Interacción de Cargas Estáticas y Dinámicas
6.2 COMPORTAMIENTO ESTÁTICO - DIAGRAMAS DE INTERACCIÓN DE CARGAS
Antes de estudiar el comportamiento dinámico, es necesario establecer
algunos resultados cuando las cargas actúan en forma estática. El
comportamiento estático del sistema esta regido por las ec. (6.3) y (6.4)
con ¿ « O. Se consideran los siguientes estados de carga:
a) Carga axial: el sistema perfecto con carga axial, A2 • O, presenta un
punto de bifurcación cuando la carga alcanza el valor A1C = kL/2; mientras
que el sistema imperfecto presenta un valor de carga axial máxima, AJS, que
puede determinarse mediante las ec. (5.17) y (5.18).
Fig.6.2 Comportamiento Estático con carga axial.
(a) Modelo Cuadrático; (b) Modelo Cúbico
Los puntos de la trayectoria de equilibrio, Fig.6.2, satisfacen las
siguientes ecuaciones
lc
• o (6.5)
1C
(6.6)
y los desplazamientos correspondientes a estados de equilibrio precríticos,
£ , pueden obtenerse resolviendo las ec. (6.5) y (6.6) lo que conduce a
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f AE r AE * E 11/2 *
.E 1 f f , AI -] f A, ^2 _ A, l ^
' * ^  1 * ~ ' M - 4 a € h2 a 1 I A1C J [L AIC J A1CJ J
para el modelo cuadrático y
— í - — 1
3 3 I A1C J
1/2
sen
con
1 f 3 (3)172 f
= - are sen 4
he
.E -,-3/2
- —1 1
AIC J J
(6.7)
(6.8)
(6.9)
para el modelo cúbico.
b) Carga lateral: cuando se considera solamente a la carga lateral, Aj-íX eí
sistema presenta un comportamiento de punto limite, y las cargas críticas
están dados por las siguientes
k L
12CA 4 a
2 k L
V2CB (30)-1/2
(6.10)
(6.11)
c) Carga axial y lateral: cuando se encuentran presentes ambas cargas, el
sistema presenta un punto límite; y el desplazamiento crítico para el modelo
cuadrático es
1
y las cargas críticas están relacionadas por
.E .E
(6.12)
f 1 - -l Alc
= 4 a (6.13)
AIC A2CA
similarmente, para el modelo cúbico se obtienen el desplazamiento crítico y
las cargas críticas
1C
-1/2
í 1 - — 1
I A J
AI -i 3/2 3
= - (3
2
(6.14)
(6.153
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Fig.6.3 Diagramas de Interacción Estáticos
la) Modelo Cuadrático; (b) Modelo Cúbico
Cuando la carga lateral es nula, las ec. (6.13) y (6.15) se reducen a las
ec. (5.17) y (5.18) obtenidas por Hutchinson y Budiansky (1966). Aj es un
valor de la carga axial menor que la carga crítica A1S y £ el
desplazamiento asociado (A2=0), ver Fig.6.2. Las Fig. 6.3 muestran los
dieigramas de interacción para las dos modelos y la variación de las cargas
máximas admisibles en función de la imperfección del sistema.
6.3 COMPORTAMIENTO DINÁMICO
Se asume que la carga dinámica es A2 y que Aj permanece constante y
satisface las ecuaciones estáticas de equilibrio (6.7) y (6.8). Interesa
conocer el comportamiento de la estructura, cuando actúa la carga A2, a
partir de la posición de equilibrio alcanzada por la acción de la carga
axial por lo que en la ecuación dinámica (6.3) hacemos la siguiente
sustitución
£ = £E + z (6.16)
y utilizando la (6.5) se obtiene para el modelo cuadrático
( AI1 2 a
I A1C
j A2(t)
- a z -
4 a A
= O (6.17)
2CA
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Sustituyendo (6.9) en (6.17) la ecuación de equilibrio resulta
1 A2(t)
k z - a z - -- = O 16.18)
w
con
A, % 2r 'MI* , "i
h-T- " 4 a ? 7 ~l A,r J Air
1/2
í'6.19)'
>1C '
De la comparación de la (6.19) con la (5.17) se concluye que el radicando de
(6.19) se anula cuando Aj alcanza el valor A1S y por consiguiente también se
anula el coeficiente de rigidez del término lineal en (6.18) por lo cual se
hace obvio que el sistema se encuentra en un estado inestable. Cuando
Aj < A1S el radicando es positivo y la posición £ es estable.
La ecuación dinámica para el modelo cúbico puede obtenerse er. forma
análoga y resulta
2 _ 2 A2
+ k, z + |31/2 k, z2 - £ z3 - - (3 j3)"l/2 = O (6.20)
o O A
con
AE
k, = í 1 - — ] f 1 - 4 sen2^ ] (6.21)
E
kz = -2 Í3 í 1 - — 11 sen 0 (6.22)
El coeficiente del término lineal en (6.20) se anula cuando Aj = A1¡;,
2 f-(sin \jt « 1/4 en (6.21)) y la posición ^ correspondiente es inestable.
Suponiendo entonces que Aj < A1S, se estudian a continuación las condiciones
en que la carga lateral A2 actuando en forma dinámica, lleva a los modelos a
una situación crítica más allá de la cual el sistema presenta una respuesta
no acotada.
6.3.1 Carga Escalón
Supongamos que la carga lateral está representada por una función escalón.
Bajo estas condiciones, las ecuaciones diferenciales no presentan al tiempo
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en forma explícita y por lo tanto es posible integrarlas asumiendo [Elgoltz
(1983)] la siguiente dependencia
z = p(z)
que conduce a
dp dz dz
z - — — = — z (6.23)
dz dt dz
Reemplazando la ec.(6.23) en la ec. (6.17), e integrado una vez con las
condiciones iniciales z - O, z = O se obtiene
z
2
 2 1 A2(t)£, o ¿, i i í,
+ k z2 - - a z3 = z (6.24)
cuya representación en un sistema de ejes desplazamiento-veiocidad se conoce
como diagrama de fase. Para valores suficientemente pequeños de la carga A2
el movimiento es periódico y la amplitud del mismo satisface la condición
± = O (6.25)
que reemplazada en Í6.24) conduce a
2 , 1 A2(t)
3 2 a A2CA
La función A2(zm) exibirá un punto límite cuando A2 alcance el valor
crítico. Siguiendo a Hutchinson y Budiansky (1964), la carga dinámica de
pandeo A^ se define por el criterio
dA2
= O A2 = A2D (6.27)
que conduce al valor del desplazamiento máximo último
3 k
zm = - (6.28)4 a
que reemplazado en la ec. (6.26) conduce a
/li }* _ "i 4
- 4 a C - ;
A1C J A1C 3 A2CA
A, 4 A2D
— (6.29)
La ec. (6.29) permite obtener los diagramas de interacción entre la carga
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estática A, y la escalón A2 que llevan al sistema a una condición crítica.
Comparando (6.29) con (6.13) se obtiene
2D
2CA
(6.30)
que establece que para las mismas condiciones de carga axial Aj y de
imperfección f el sistema soporta una carga dinámica A2D igual al setenta y
cinco por ciento del valor de la misma carga actuando estáticamente.
En forma análoga, se puede obtener para el modelo cúbico el valor del
desplazamiento máximo
.,-1/2 (6.31)
y el diagrama de interacción
A
1
1C
1
 ^ 1
- U - c , ) ] - 2 c 2 j = (6.32)
2CB
con Cj y c2 dados por
c
 = -
4
67 -
= sen
2 (
V [
44
0 1 - - - s e n 0
L 27 J
2308
sen0 )]
(6.33)
Con las ec.(6.15) y (6.32J se puede obtener la relación entre las cargas
críticas dinámica y estática
(6.34)
2S 3
- (3
2 1C
Puede demostrarse que para sistemas perfectos la ec. (6.34) provee una
relación A2D/A2S= (2) /2. Entonces, para sistemas perfectos, la reducción
en la carga dinámica para modelos cúbicos es mayor que en los cuadráticos.
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Para sistemas cúbicos imperfectos, la relación entre la carga dinámica y
estática aumenta conforme la carga axial Aj tiende a su valor crítico A1S.
Las fig. 6.4 a y b muestran los diagramas de interacción dinámicos obtenidos
para los mismos sistemas representados en las fig. 6,3. Las fig. 6.4.c-d
muestran el diagrama de fase para valores de la carga lateral inmediatamente
inferior y superior a la crítica. Estos diagramas pueden obtenersf.
fácilmente por integración numérica de las ecuaciones diferenciales (6.3) y
(6.4).
0.75
0.005
0.01
0.02
0.04
0.08
0.00
O 0.2 0.4 0.6 0.8 Al/
/T
(b)
0.005
0.01
.0.02
0.04
0.08
O 0.2 0.4 0.6 0.8 Ai//A1C
Fig.6.4 Comportamiento bajo Carga Escalón
Diagramas de Interacción: (a) Cuadrático, ib) Cúbico
Diagramas de fase: (c) Estable, (d) Inestable
Respecto a este tipo de carga es aclaratoria la interpretación de Hansen y
Roorda (1973): De las cargas dinámicas, aquella representada por la
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función de Heaviside tal vez sea la más simple. La respuesta de un sistema a
este tipo de carga es idéntica a la de un sistema inicialmente restringido,
que cargado estáticamente, es liberado instantáneamente. Entonces, una vez
"¿jue la carga ha sido aplicada, y sí se ignora el amortiguamiento, el sistema
es conservativo". Por esta circunstancia, el diagrama de fase nace en el
origen de coordenadas y la trayectoria periódica es cerrada a diferencia del
comportamiento bajo carga rectangular que presenta una trayectoria
transitoria anterior al comportamiento periódico.
6.3.2 Carga Rectangular
Una primera integración de las ecuaciones de equilibrio (6.18) y (6.20),
cuando la carga lateral Az es rectangular y se asumen condiciones iniciales
nulas, conduce a la siguientes
- 2 A ( t )
u
Z
2 a A2CA
r 2 ^ 3k z — a z -
A ( t )
2 a A
tsT
ttT
(6.35)
(6.36)
2CA
en donde T es el tiempo de aplicación de la carga A2 y ZT es el valor del
desplazamiento para £ = T. El sistema alcanza el valor de desplazamiento
máximo para t > T, circunstancia en la cual la velocidad se anula:
A,(t)
k t- -3z a z =
3 2 a A
(6.37)
2CA
Por otro lado cuando z alcanza el máximo maximorum la aceleración se anula y
de (6.18) se obtiene
zm = k/ot
que reemplazada en (6.37) permite encontrar el valor de ZT
(6.38)
E -i 3/2
V2CA
ZT = 3 a AZD
"1 V* - "1
1 - - 4 a C
I A1C J A1C
(6.39)
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Con el valor de ZT es posible encontrar el tiempo de duración de la carga
rectangular utilizando la (6.35) y la definición de velocidad z = dz/dt
TD 1 r
Tft 2 TI J
i A2ít> _ 2 2 3 r1/2
z - k z + - a z dz (6.40)
2 a A2CA
en la que TD es el tiempo crítico más allá del cual la aplicación de la
carga lateral producirá un movimiento no acotado y T0 es el período natural
del sistema lineal sin carga. Las integrales de la forma de la ec. (6.40) se
conocen como integrales elípticas y su integración en forma numérica puede
realizarse como se indica en el Apéndice B.
Un análisis similar sobre el modelo cúbico conduce a las siguientes
fFf -\2 *il/2"
 (6t41)
3 \l/Z A2CB A
con
(  2CB ( l I
ZT = 3 c3 - 1 -- (6.42)
U J A2D ( Alc J
2 3
r sen \p ,/7 eos iltC3 = - + sen 0 -- 31/¿ -- sen"V (6.43)8 I 2 3 J
El tiempo asociado con ZT es
TD 1 f4 r v
- = - - [3/3] - z - k, z - - P k2 z + - |3 z dz (6.44)T0 2H J [3 l J
1/2
- k, z - - P1 k2 z -A2CB 3 2
La Fig. 6. 5. a-b muestra el tiempo de duración de la carga rectangular
crítica para distintos valores de las cargas axial y lateral para los
modelos cuadrático y cúbico. A medida que el tiempo de aplicación de la
carga tiende a infinito, el valor de la carga lateral se aproxima al valor
correspondiente a la carga escalón. Para valores de la carga axial Aj » A1S
el sistema se halla en un punto de equilibrio inestable y el desplazamiento
ZT calculado con la ec. (6.39) es nulo.
A diferencia del comportamiento bajo carga escalón el diagrama de fase
bajo carga rectangular, Fig. 6.5.c-d, presenta una trayectoria transitoria
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0.2
0.16
0.12
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0.04-
0.00
;
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(b )
o 8 10 O 8 10
(d)
T>TD
Fig.6.5 Comportamiento bajo Carga Rectangular
Diagramas de Interacción: (a) Cuadrático, (b) Cúbico
Diagramas de fase: (c) Estable, (d) Inestable
que une el origen del diagrama con el punto de coordenadas (ZT,ZT.) instante
en el cual la carga deja de actuar. Para un tiempo de aplicación de la carga
T < TD, el movimiento subsiguiente t ( í > T) es periódico y describe una
trayectoria cerrada que no contiene al origen. Para T > TD el movimiento es
no acotado.
6.3.3 Carga Impulsiva Ideal
Se considera a continuación que la carga lateral tiene la forma
A2(t) = I Sít) (6.45)
donde J es la amplitud del impulso y 6(t) es la función delta de Dirac. En
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tal caso, puede integrarse la ecuación de equilibrio dinámico (6.18) y tomar
límites
lim
E—>o !
z i i aun
- k z - a z - - - -
u>2 4 a A2CA i
(6.4ó)
lo que permite encontrar la velocidad del sistema cuando ha finalizado la
carga quedando entonces las siguientes
2(0+) = 4 « A2CA
(6.47)
Las ec. (6.47) se convierten en las condiciones iniciales de la vibración
libre iniciada para í > O*. Entonces, integrando nuevamente la (6.18) se
tiene
r 2 3
+ k z — ce. z =
u
U> I T 2
4 a A
t * O (6.48)
2CA
El valor del desplazamiento máximo ocurre cuando en (6,48) la velocidad se
anula
2 2 3 w
k z - - a z =
3 L 4 a A2CA J
(6.49)
y cuando el valor máximo es el correspondiente al estado límite, la
aceleración se anula y se obtiene la ec. (6.38) que reemplazada en (6.49)
conduce al impulso crítico
ICR = 4 3
A2CA
U
, A! ,2 A!
1 - 4 a ?
1. Alc J A1C
• -
(6.50)
que se encuentra graficado en la Fig. 6.6.a para distintos valores de la
imperfección £.
Un análisis análogo sobre el modelo cúbico conduce a lac siguientes
condiciones iniciales
-ÍO") 4 oc A2CB
(6.51)
y el impulso crítico es
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ICR = 3 (3 c3
2CB f Ai
1 -
w {. A1C
(6.52)
con c3 dado por la ec. (6.43). El comportamiento del impulso crítico para
0.06 0.24
O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 O
A
'/A,c
Q2 OA 0.6 0.8 1
A/A,c
Fíg.6.6 Comportamiento bajo Carga Impulsiva
Diagramas de Interacción: (a) Cuadrático, (b) Cúbico
el modelo cúbico se muestra en la Fig. 6.6.b . Las curvas en el diagrama de
interacción tienden a un punto, lo que muestra la independencia de la carga
lateral respecto al parámetro de imperfección. Para este tipo de carga, el
movimiento transitorio es el caso límite, T—»0, del mostrado para la carga
rectangular, Fig. 6.5.C, y ocurre sobre el eje z y une el origen y el punto
de coordenadas (z(0>¿(o+>) dados por las ec. (6.47) y (6.51) para el
modelo cuadrático y cúbico respectivamente. Para cargas impulsivas menores
que la crítica, el movimiento es periódico.
6.3.4 Condiciones Iniciales Críticas
Después de haber presentado los resultados para distintas variaciones de
la carga lateral, interesa conocer el comportamiento del sistema cuando la
carga ha cesado de actuar. Si en la ec. (6.18) se considera que la carga
lateral A2 es cero y se integra suponiendo condiciones iniciales de
desplazamiento y velocidad no nulas, resulta la siguiente
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.2 .2
z - z
- z, 1 2I - - a
J
 3
(6.53)
La condición de máximo en (6.53) se obtiene si la velocidad es nula, z - O,
que en conjunción con la condición z - O, ec.(6.38), provee la siguiente
relación entre las velocidades y desplazamientos que conducen al sistema a
un estado crítico
3
 r 2 -2 r3
= - a z f l - k z0 + - a k3 3
(6.54)
En un diagrama de fase, Fig. 6.7, la ec. (6,54) representa el límite de una
región cuyos puntos interiores están asociados con condiciones iniciales
para las cuales el movimiento permanecerá acotado. Entonces, la (6.54)
permite extender el análisis de estabilidad para cargas que varían de forma
arbitraria en el tiempo ya que de hecho, cuando !as cargas transitorias
dejen de actuar, la ecuación que describa el movimiento será la (6.18), y
A2 = O, con determinadas condiciones de velocidad y desplazamiento
correspondientes al instante en que la carga termina, de tal modo que si
estos valores están por fuera de la región de estabilidad, el sistema
iniciará un movimiento no acotado.
O
^Inestable-
O
Fig.6.7 Diagrama de Fase: Condiciones Iniciales Críticas
Como casos particulares, las cargas rectangulares e impulsivas ideales
satisfacen la ec. (6.54). Cuando finaliza la carga rectangular crítica, los
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valores de z y z en Í6.36) se identifican con z0 y ¿0 en la ec.(6.54).
Entonces, igualando (6.36) con (6.54) se obtiene el valor del desplazamiento
-
A
' ZD
3 a 2 A
(6.55)
2CA
que coincide con la ec. (6.39).
Para cargas impulsivas, la velocidad crítica se obtiene directamente de la
(6.54) haciendo Z0 = O, lo que conduce a
-
2 Ü
- - o. k
3
(6.56)
que es el valor de la velocidad crítica, de .tal modo que igualando (6.56)
con la velocidad en (6.47) puede obtenerse el valor del impulso crítico para
el modelo cuadrático (6.50).
El modelo cúbico puede tratarse en forma similar al cuadrático resultando
J s siguientes relaciones críticas de velocidad y desplazamiento
' •
1 -
•ii
c., -
2
.1/2
 r 3k2 z0
con íj y k2 dados por las (6.21-22) y c3 por la ec.(6.43).
4
- z0 (6.57)
6.4 OBSERVACIONES FINALES Y CONCLUSIONES
En el presente capítulo se ha estudiado la estabilidad de un modelo
mecánico con dos parámetros de carga en la que una de las cargas, A1§ es
estática y la otra, A2, puede ser estática o dinámica. Se analizaron tres
tipos de carga dinámica: escalón, rectangular e impulsiva. Se consideraron
no linealidades cuadráticas y cúbicas, y se obtuvieron expresiones
analíticas para las cargas críticas mas allá de las cuales, la respuesta es
no acotada.
Bajo carga escalón, las cargas críticas dinámicas en el modelo cuadrático
son un 25 7. menores que las cargas críticas estáticas. Esto significa que el
diagrama de interacción dinámica, Fig. 6.4.a, puede obtenerse del diagrama
de interacción estática. Fig. 6.3.a, haciendo un cambio de escala
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. Esto no es válido en el modelo cúbico con imperfecciones.
Bajo cargas transitorias, se presentó un punto de vista alternativo que
permite extender el análisis de estabilidad fácilmente a aquellos sistemas
en los que el tratamiento analítico puede resultar complicado. A tal fin,
puede trazarse en el plano de fase una curva que separa dos regiones: la
externa es inestable y la interna estable. Entonces, cuando la carga
transitoria finaliza, si el punto que determinan !a velocidad y
desplazamiento en el plano de fase es interior, e] movimiento será
periódico, en caso contrario el movimiento será monótono creciente. Este
resultado muestra que en sistemas de un grado de libertad el problema de
inestabilidad esta vinculado con el valor que toma el hamütonJano (ver
cap. 4 punto 4.3.2), siendo su valor crítico igual ai de la energía poten-
cial crítica evaluada en el punto de equilibrio inestabJe que se encuentra
sobre la trayectoria límite.
Como el sistema es conservativo, entonces cualquier punto de una
trayectoria cerrada en el diagrama de fase posee ia misma energía. Esta
aseveración es válida también si se considera la trayectoria crítica y uno
de tales puntos es el punto de equilibrio estático crítico que se alcanza
cuando la velocidad y aceleración son nulas
z = O z = O Í6.58)
Todos los puntos sobre el eje de abscisas en el diagrama de fase satisfacen
la primera condición, z = O, pero sí el movimiento es estable entonces se
cumple
z = O z < O (6.59)
y si el movimiento es inestable se tiene
z = O z > O Í6.60)
Las ecuaciones (6.60) y (6.59} muestran que el estado de carga crítico es
aquel que lleva al sistema a la condición de velocidad y aceleración (6.58).
La aplicación de las igualdades (6.58) como criterio de estabilidad aplicado
a sistemas de múltiples grados de libertad se discute en el cap. 9.

uC A P I T U L O
INTERACCIÓN DE CARGAS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS
EN MODELOS DE UN GRADO DE LIBERTAD
CON NO LINEALIDADES CUADRÁTICAS Y CUBICAS
7.1 INTRODUCCIÓN
En el presente capítulo se extienden los resultados obtenidos en el
capítulo anterior, considerando la existencia simultanea de no linee lidadcs
cuadráticas y cúbicas. El tipo de cargas actuantes y el tratamiento de las
ecuaciones que conducen a los diagramas de interacción son los mismos; la
principal diferencia es • que los coeficientes no lineales cuadráticos y
cúbicos, presentes en el modelo, se consideran en forma simultanea y a la
vez. se libera la restricción sobre el signo de las mismos pudiendo en
consecuencia presentarse comportamientos estables o inestables. Entonces, en
la primera parte (secciones 7.3 y 7.4) se c btienen las expresiones que
permiten calcular las cargas críticas para las distintas formas de carga
dinámica: escalón, rectangular e impulsiva; y en la segunda (secciones 7.5 y
7.6), se analizan las condiciones que deben satisfacer los distintos
parámetros que gobiernan al sistema para determinar si ei comportamiento deí
mismo será o no inestable.
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7.2 CONSIDERACIONES SOBRE EL MODELO
La geometría del modelo ya fue descripta en el cap. 6 y el detalle de las
simplificaciones introducidas a ' la cinemática del mismo se presentan en el
Apéndice A, En el presente análisis se centrará la atención en las distintas
comportamientos del modelo cuando se considera la siguiente relación fuerza
desplazamiento en los extremos del resorte del sistema
que conduce a la siguiente ecuación de equilibrio dinámico
Ai _
 ez C3 Ai ? A2 ,.,+ 1 1 - — - — c + a c + b t - — . — £ - -i — =- - O 17.Aic I •- -  2 Aic • k L
en la que k es el coeficiente de rigidez lineal del sistema; l~ = x/L es el
desplazamiento en forma adimensional; w = <h/m)l/' es la frecuencia natural
del sistema lineal asociado con la ec. (7.2); a y b son coeficientes que
vinculan los coeficientes de rigidez de los términos cuadrático y cúbico con
el coeficiente de rigidez lineal (Apéndice A); a y fc> pueden tomar valores
positivos o negativos aunque el interés del estudio estará dirigido a los
casos en los que la respuesta del sistema presenta un comportamiento
inestable, esto es, a las siguientes combinaciones de los coeficientes:
a < O, b > O; y b < O, V a ; £ = x/L £ O es la imperfección del sistema en
forma adimensional; A1C = kL/2 es la carga de bifurcación estática cuando la
carga lateral es nula A2 = O. Finalmente, Aj £ O es un parámetro asociado
con la carga estática axial y se asumirá positiva mientras que la carga
transversal, A2, puede tomar valores positivos o negativos, y actuar en
forma estática o dinámica (escalón, rectangular o impulsiva).
Estas hipótesis permiten estudiar, sin pérdida de generalidad, la
respuesta del sistema partiendo de configuraciones de equilibrio en las que
la posición de equilibrio estático, £E, alcanzada por la acción de ía carga
axial Aj , sea positiva ( o nula) ; actuando posteriormente la carga latera]
A2.
El sistema siempre presenta un comportamiento inestable cuando el
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coeficiente cúbico es negativo b < O, independiemtemente del valor del
coeficiente cuadrático a; pero cuando el coeficiente cuadrático es negativo
y el cúbico positivo, a < O, b > O, la inestabilidad del sistema no está
asegurada y es necesario analizar la posibilidad de que el comportamiento
sea inestable. En contrapartida, los sistemas, como los estudiados en el
capítulo anterior, que contienen coeficientes de rigidez cuadráticas o
cúbicos negativos, y que por lo tanto presentan una trayectoria poscrítica
inestable y monotónica, ver Fig. 6.2, el comportamiento es siempre inestable
y el problema de determinar cuando será estable o inestable, no está
presente.
7.3 COMPORTAMIENTO ESTÁTICO
Antes de estudiar el problema dinámico, es necesario considerar en detalle
el comportamiento de la estructura bajo carga estática:
a) Los resultados bajo carga axial actuando en forma aislada fueron
obtenidos por Elishakoff (1980) y presentados en el capítulo 5, apartado
5.2.2. El sistema presenta un comportamiento inestable para At * O, A2 = O,
bajo las siguientes condiciones
s i b<0 ; Va ; V
si b > O ; a | < O ; a
si b > O , a | < O , a2< 3b ,
3b
con = - (a3/ 9 b) (3 b - a2)"1
(7.3)
(7.4)
(7.5)
(7.6)
El diagrama de sensibilidad a imperfecciones en este caso esta dado por
1 -
; r 3 b
27 b a
3 b
2 a*
27 b2
Ais .
c (7.7)
Las condiciones (7.3-5) y la ec. (7.7) permiten establecer el rango de la
carga axial estática A x : O £ Aj < A1S si se satisfacen las condiciones (7.3-
5) c A1 puede tomar cualquier valor positivo, al menos teóricamente. La
Fig.7.1.a representa el diagrama carga desplazamiento para valores positivos
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y negativos de la imperfección £ en un caso en que a < O, b > 0.
Fig.7.1 - Diagramas carga desplazamiento
(a) Carga Axial; (b) Carga lateral
b) Cuando se considera solamente a la carga lateral, Aj = O, Az * Ot el
comportamiento inestable del sistema corresponde a una punto límite,
Fig. 7.1. b, y los valores críticos de desplazamiento y carga se obtienen de
las ec. (7.8) y (7.9) con Aj*0. Se observa en la ec. (7.8) que la presencia
de una imperfección no modifica la condición de existencia del punto
crítico.
c) Cuando ambas cargas están presentes, el desplazamiento crítico asociado
con el máximo de A2, obtenido haciendo dA2/d£ = Ot es
a
- -3 b 3 b 3 b jc
1/2
(7.8)
y las cargas que llevan al sistema a un estado crítico satisfacen
2 a
27 b
fLM--i. íi-—1 - — íi- —1l 3 b J 3 b l A1CJ 3 b l A1CJ
3/2
i .
JC
-L
kT
(7.9)
Dado un valor de la carga axial A,, la ec. (7.9) permite obtener la carga
transversal A2 estática que lleva al sistema a un estado crítico. La
Fig. 7.2.a representa el diagrama de interacción de cargas para un modelo en
que el coeficiente cúbico es negativo, b < O, y en el cual existen curvas de
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interacción en todo el rango de variación de la carga axial, O s A, s A,^.
En contraste, la Fig. 7.2.b, obtenida para valores de a < O y b > O, muestra
que para valores de la carga axial tales que A/A1C < 1 - a2/ 3b no existen
0.6-
0.4-
0.2-
0.0
3=10 b=-25
(a )
i.o
0.8
0.6-
0.2 -
0.0
O 0.5 1.5 2
Ai
a=-10
í b i
O 0.2 0¿ 0.6 0.8 1
AL
Fig.7.2. Diagramas de Interacción Estáticos
valores de la carga A2 que lleven al sistema a un estado crítico, mientras
que sí la carga axial es mayor que este valor el diagrama muestra que el
sistema presentará un punto límite al aumentar la carga lateral. Sobre la
existencia y elección de los signos en la ecuación Í7.8) se tratará en las
secciones 7.5 y 7.6.
7.4 COMPORTAMIENTO BAJO CARGAS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS
En lo que sigue se asume que la carga lateral A2 es una carga dinámica,
mientras que la carga axial Aj permanece constante. Con el fin de referir el
movimiento a la posición de equilibrio estático,
acción de A l t es necesario escribir los desplazamientos como
, alcanzada bajo la
(7.10)
con lo cual la ecuación de equilibrio dinámico, ec. (7.2), toma la forma
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Z - A2IU
+ k, z + k, z + b z - (7.11)
w2 k L
con
A>k, = 1 + 2 a £ •*• 3 b f C )
AIC l
kz = a + 3 b CE (7.12)
Aunque la ecuación (7.11) podría ser escrita (utilizando la ec. t7.1) con
£ e Az = O) como función solamente de las constantes a, b. £ y A1§ la
solución, £ = £ (a.b.Z.hJ, no tiene una única expresión que sea válida
para el rango completo de variación de la carga axial Aj y las posibles
combinaciones a que dan lugar los coeficientes a y b. Por esta razón, se ha
preferido presentar la ec. (7.11) sin resolver la expresión
*E -E —C = £ (a.b.^.Aj). En los casos en que a < O y b = O, óa*0yb<0, el
desplzamiento £ presenta soluciones simples como se vio en el capítulo
anterior.
7.4.1 Carga Escalón
A continuación, se resolverá la ec. (7.11) para diferentes formas de
variación de la carga transversal en el tiempo. En primer lugar, se asume
que la carga A2 tiene la forma
A2(t) = A2 H(t) (7.13)
En la que H(t) representa a la función de Heaviside. Considerando
condiciones iniciales nulas, z = ¿ = O, y para valores de la carga lateral
A2 menores que la carga crítica dinámica A^ el movimiento del sistema es
periódico y la amplitud (determinada siguiendo los pasos establecidos por
Budiansky y Hutchinson (1964) y presentados en detalle en el cap. 6),
satisface:
2 1 T 2 A2
k, z + - k? z + - b z = (7.14)3 2 k L
El valor de la carga crítica dinámica A2D se alcanza cuando en (7.14) la
amplitud del movimiento se hace máxima siendo este valor
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4 k2 j
9 b 2
',- 8 k2 ^ 2 8 ki
1 9 b J 3 b
•
1/2
(7.15)
en la que ÍCj y Jc2 están dados en las ecuaciones E7.12). Reemplazando la
(7.15) en (7.14) conduce a
^ 8^9 L 9 b J
_
 b
*" 8
8 k2 ,2
9 b 1 ¿ O tij3 b
• ,
= 2
A
k L
2 k! k;
9 b
(7.16)
La ec. (7.16) representa el diagrama de interacción entre la carga axial
estática Aj y la carga lateral dinámica A2. Si el coeficente de rigidez
cúbico es negativo, el sistema siempre presentará un comportamiento
inestable al aumentar la carga A2, pero esto no es cierto para el caso
a < Ot b > 0\ en tal caso, los diagramas presentan discontinuidades
similares a la mostrada en la Fig. 7.2.b.
7.4.2 Carga Rectangular
Cuando la carga lateral A2 se modela como carga rectangualr, la ec.
(7.11), con condiciones iniciales z = z = O, puede ser resuelta según el
camino trazado por Hutchinson and Budiansky (1966), detallado en el cap. 6.
El movimiento será periódico siempre y cuando la carga aplicada A2 y su
tiempo de aplicación T sean menores que sus valores críticos. En tal caso,
el desplazamiento máximo se alcanza para un tiempo superior a la duración de
la carga t > T
k l z <
1 2 A73 * 4 2
: + - b z =
2 k L
(7.17)
en la cual ZT es el desplazamiento en el tiempo í = T en que la carga
lateral cesa de actuar. El desplazamiento máximo en la ec. (7.17) se alcanza
cuando la aceleración se anula en la ecuación (7.11) dando
Z = -
2 b
± -
2
, k2
i b
(7.18)
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Si para determinado conjunto de valores de los parámetros que definen al
sistema, existe ZK, entonces existirán dos valores de la carga A2 (uno
positivo y otro negativo) que pueden llevar al sistema a dicho
desplazamiento crítico ZR. Sustituyendo la ec. (7.18) en (7.17) se obtiene
el valor del desplazamiento ZT alcanzado por el sistema en el tiempo T
asociado a la carga considerada
2T =
k L
2 A,
k
2~b
4 , -3
i r
 2 2 2 f 2i
- — -k, ± — —
 I b 12 12 . b j
3/2>
(7.19)
El tiempo de aplicación de la carga lateral TD que lleva al sistema al
estado crítico se obtiene mediante la siguiente integral
—=_L ? r L^
T0 " 2 TI J kT
2
 2 2 3 0 4 !
z - k . z — k 7 z — z3 2
-1/2
(7.20)
en la que T0 = 2TI/w es el período natural del sistema lineal asociado a
(7.11). La ec. (7.20) puede resolverse utilizando el esquema de cálculo
descripto en el apéndice B.
7.4.3 Carga Impulsiva Ideal
Se considera a continuación la solución de la ecuación (7.11) bajo la ac-
ción de la carga lateral impulsiva expresada por
A,(í) =•/ 6(t) (7.21)
con condiciones iniciales nulas. El desplazamiento y velocidad una vez
finalizada la carga pueden determinarse en forma similar a lo hecho en el
cap. 6 y son
k L
(7.22)
Si el impulso es menor que su valor crítico, el sistema presenta movimientos
periódicos cuyas amplitudes satisfacen la siguiente
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Z 2
 3 b
k, z + - k? z + -1
 3 2 2 k L
(7.23)
Similar a lo que se observa en e! caso en que A2 es rectangular, el
desplazamiento máximo ocurre cuando la aceleración es nula en (7.11).
Sustituyendo la ec. (7.18) en la (7.23) se obtiene
k L
u
—2 b
4
 V,'3^ b
L2 1 !
4 k, 3/2-, L/Í
(7.24)
que es la carga impulsiva crítica y que determina el valor de la carga
lateral más allá de la cual, el sistema presenta un comportamiento
inestable.
7.5 CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE LOS PUNTOS CRÍTICOS
Los resultados obtenidos en las secciones previas necesitan ser analizados
en mayor detalle a fin de poder obtener mayor claridad sobre las condiciones
bajo las cuales el sistema se vuelve inestable, Estas condiciones dependen
de Aj, A2, a, b y £. Los distintos comportamientos que se pueden modelar
hacen necesario conocer: a) las condiciones que estos parámetros deben
satisfacer para que existan puntos críticos y b) las relaciones entre los
parámetros y la naturaleza de la carga transversal para que los puntos
críticos sean inestables. Las ecuaciones que gobiernan los desplazamientos y
amplitudes cuando actúa la carga transversal A2 en forma estática, escalón y
rectangular (es decir ' las ec. (7.2) con £ = O, ec.(7.14) y ec. (7.17))
pueden ser escritas en forma compacta
A2(z) = O (7.25)
en la que z es el desplazamiento £ si la carga es estática, o la amplitud
del movimiento de las oscilaciones periódicas en el caso de problemas
dinámicos.
Los valores de z asociados a puntos críticos (£st, zti, ZR) se obtienen de
la ec. (7.25) y la condición
122 Interacción de Cargas Estáticas y Dinámicas Capítulo 7
d[A2(z)J
* O Í7.26J
dz
A continuación se analiza las condiciones bajo las cuales la ec. (7.26)
permite obtener valores reales, o lo que es equivalente, las condiciones
para que los radicandos en las ec. (7.8), (7.15) y (7.18) sean positivos:
1) a < O y b > O:
a) Carga estática A2: para obtener un valor real de la ecuación (7.8) es
necesario que se satisfaga
a2 E 3 b I 1 - I (7.27)l ' - r . }
Se concluye entonces que el sistema presentará un punto limite al aumentar
2
la carga lateral A2, para todo el rango de variación de A,, si a > 3 b, ó
2 2Aj/AJC £ 1-a /3b si a < 3 b, independientemente de¡ valor de la
imperfección considerada, ver Fig. 7.3.b.
b) Carga A2 escalón y rectangular: las ecuaciones Í7.15) y (7.18) son
reales si se satisface la desigualdad
k2 * a k, b (7.28)
en la que a = 27/8 para la carga escalón y <x - 4 para la carga
rectangular; k: y k2 están dados en las ec. (7.12).
Para sistemas perfectos (£ - O) en los que la posición de equilibrio
estático pertenece a la trayectoria fundamental ^,, Fig. 7.4.a, la ec.
£7.28) muestra que las ecuaciones (7.15) y (7.18) presentan valores reales
si a > a b para cualquier valor .positivo de la carga axial, Aj £ O. Si
2
a < a b, la carga axial debe ser tal que satisfaga la desigualdad
A/AjC * 1 - a2/a b.
Para sistemas imperfectos, Fig. 7.4. b, el valor de la carga axial A,
mínima que garantiza inestabilidad se obtiene resolviendo la ec. (7.28):
esto puede hacerse moviéndose por la trayectoria de equilibrio en el
diagrama A^C utilizando la expresión Aj/Aic - (£+s£N-b£'j / (C+€), ec.
(7.2) con £ = A2 = O, evaluando en cada punto la ec. (7.28); cuando se
satisface la igualdad, e] valor de A1 corresponde al valor mínimo buscado.
La Fig. 7.3.b muestra los valores de la carga axial mínima necesaria para
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la existencia de puntos críticos para los casos en que la carga lateral A2
actúa en forma estática (St), escalón ÍH) o rectangular ÍR). En abscisas
2
se presenta la relación a /£>, y se adopta un valor particular para eJ coe-
• • .
"
•. \
^ \
'\ \H
St\\
'v\
V
•
ib) ,
CU -10
1= o.oos
-. ~//\ir-
-N "» 1
X\^XNX '
V v X
*"v
'VxH\ x- " \
V X» Nv
St\\H NN R
Í<£cr \ \ Vx
1 \ \ \
0.02 0.04 0.06
Fig.7.3 - Cargas axiales mínimas para la existencia de puntos
críticos cuando A2 actúa en forma estática ESt),
escalón (H) o Rectangular (R)
ficiente de rigidez cuadrático. a = -10, y de la imperfección del sistema,
^ ~ 0.005. Al variar la relación a /b en abscisas, mientras a y 5
permanecen constantes, se observa el comportamiento de distintos modelos,
el diagrama A:-£ de uno de ellos, a /b = 2.5, se ha graficado en la
Fig. 7.3.a. Las ec. (7.27) y £7.28) para sistemas perfectos sobre la
trayectoria ^ (£ ='0), son lineas rectas con origen en A/A1C = 1.
Cuando se considera la imperfección la Fig. 7.3.b queda dividida en partes
por el valor de abscisa para el cual la imperfección crítica dada por Ja
ec. (7.6) toma el valor ?cr = 0.005: hacia la derecha se encuentran
sistemas para los cuales la imperfección considerada es menor que la
crítica asociada a su abscisa y por lo tanto el diagrama Aj-£ presentará
un punto límite; por lo que, también se ha representado el valor máximo
que puede tomar la carga axial A ÍS, ec. (7.7). El comportamiento de la
ec. (7.27) que representa las cargas mínimas para e] caso estático (S) no
es función de la imperfección por lo que no sufre cambios; para carga
escalón y rectangular las curvas convergen a un punto que hacen que la
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cargas mínimas (A1H y A1R) igualen el valor máximo admisible A1S. En el
caso representado en la Fig. 7.3. a, si la carga axial es A1S<A,<A1H el
sistema presentará un punto crítico al actuar la carga A2 estáticamente
pero no si A2 es escalón o rectangular, etc.. Hacia la izquierda se
encuentran sistemas que no presentan un punto límite en el diagrama Aj-£ y
en consecuencia no estamos en principio limitados en cuanto ai valor
máximo de la carga axial A,. Se observa que mientras las curvas que
representan los valores mínimos At para los casos en que A2 es estática
(S) o escalón (H) son continuas, la curva asociada a la carga A2
rectangular (R) finaliza en el punto en el que Aj = A1S, lo que indica
que: a) aunque el sistema no presente un punto límite en el diagrama Ai-^,
Fig. 7.3.a, existen puntos críticos cuando A2 es estática o rectangular
pero b) si no se satisfacen las condiciones dadas en las ec. (7.3-6) no
existirán puntos críticos cuando la carga sea rectangular. La explicación
de este comportamiento se diferirá hasta la sección 7.6.2.
La Fig. 7.3.b muestra que para determinado valor de la relación de
2
rigideces a /b la carga A, mínima necesaria es mayor en el caso de cargas
rectangulares, escalón y es la menor para cargas estáticas.
2) b < O :
Cuando el coeficiente de rigidez cúbico es negativo, la existencia de
los puntos críticos está asegurada y el sistema presentará puntos críticos
para valores positivos o negativos del coeficiente cuadrático a, para
sistemas perfectos o imperfectos, y para valores de la carga axial tales
que Aj£ O .
7.6 PUNTOS CRÍTICOS INESTABLES
En la sección anterior se analizaron las condiciones para que los
radicandos de Jas ec. (7.8, 7.15 y 7.18) fueran positivos. Cada una de estas
ecuaciones provee dos puntos críticos en los cuales se hace extrema la
ec. (7.25) e interesa conocer cual de ellos está asociado a un máximo.
Entonces, la condición que debe satisfacerse es
d2[A,(z)l
-
< O (7.29)
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en donde zc representa a los puntos críticos: £st, ZK, ZR. El análisis de la
ec. (7.29) se hará atendiendo a la naturaleza do las cargas transversales
(A2): por un lado las que están presentes cuando el sistema alcanza el punte
crítico (estática y escalón) y por otro aquellas (rectanguiar, impulsiva,
transitorias) que son nulas cuando el sistema alcanza el estado crítico.
7.6.1 Cargas Transversales Estáticas y Escalón
Para la carga transversal A? estática, la ec. (7.29) conduce a
= ± 3 b k L f i f i -_1 í i - ± ]
L 3 b J 3 b !, Au j
<- O C7.30)
mientras que cuando A2 actúa como carga escalón, la ec. (7.29) resulta
8 k,d2A2
d z 2
3
2ZH
V 8 k2
1 9 b 3 b
< O (7.31)
Los radicandos en (7.30-31) son positivos si se asume que las condiciones
discutidas en la sección 7.5 son satisfechas. Las desigualdades (7.30) y
(7.31) dependen de los signos de la carga A2, del signo del coeficiente de
rigidez b y del doble signo de las raices; entonces, un punto crítico
inestable debe satisfacer los siguientes enunciados:
i) Si Ja carga lateral A2 y el coeficiente cúbico b poseen el mismo signo,
el punto crítico inestable es el obtenido con el signo negativo en las
ec. (7.30-31).
ii) Atendiendo a la naturaleza de Jas cargas, el desplazamiento critico debe
encontrarse en correspondencia con la dirección de crecimiento de la
carga transversal, esto es: si A2 > O debe ser £st > € si A2 es una
carga estática ó ZH > O si A2 es una carga escalón y viceversa si
A2 < O.
Mediante estos enunciados es posible identificar la estabilidad de ios
puntos críticos. Veamos los siguientes casos:
a) a < O y b > O:
Considérese el case mas simple en que el sistema es perfecto y las
posiciones de equilibrio estáticas £E pertenecen a la trayectoria
fundamenta] ¥lt Fig. 7.4.a. Es inmediato verificar que los dos puntos
críticos que determinan las ec. (7.8) o (7.15) están situados a la derecha
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última trayectoria, correspondiendo entonces cargas A2 positiva y
negativa; y signos negativo y positivo en ec. (7.8,7.15) respectivamente.
En sistemas que no satisfacen las condiciones necesarias para presentar
comportamientos de puntos límites, Aj puede adoptar valoree positivos
arbitrarios. Entonces, si las condiciones de existencia establecidas en la
sección 7.5 se satisfacen, el sistema presenta puntos críticos hacia la
izquierda de la trayectoria de equilibrio con A2 < O, y signo positivo en
ec. (7.8) y (7.15).
b ) b < 0 y a < £ 5 o a > 0 ;
Para sistemas perfectos o imperfectos los puntos críticos se ubican a la
izquierda (signo menos en ec. (7.8, 7.15)) y a ia derecha de la
trayectorias estáticas de equilibrio por lo qur las cargas A¿ serán nega
Aic 1
0.8
0.6
0.4
0.2
n
(a) ft i-o
pí'""~"^ s.
*f/l
'//
t //
''//
* i \
' • •
1 • •
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-. \\
\ \\
v '\ \
\ \ \
\ x- \\ \ \
\ \ \A \ » - \ •1 \ \
- \ \
St\ H\ R\
\ \ \
. . 1 i \
-0.2 -0.1 0.1 o.; -0.2 -0.1
Fig. 7.5 - Puntos críticos en el diagrama Aj-£, a > O b < O
(a) Modelo Perfecto; (b) Modelo Imperfecto
tivas y positivas para satisfacer la condición íii). Por otro lado la
condición (i) también se verifica por lo que ambos puntos críticos son
inestables. En la Fig. 7.5.a-b se han representado los desplazamientos
críticos para el caso a > 0 y b < 0 e n e l sistema perfecto e imperfecto.
La tabla 7.1 resume los resultados presentados para carga lateral A2
actuando en forma estática y como carga escalón, teniendo en cuenta SÍ el
sistema es perfecto o imperfecto y si la trayectoria de equilibrio estable
C pertenece a la trayectoria primaria o secundaria. Se indica además la
posición relativa del desplazamiento crítico respecto de la trayectoria de
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equilibrio estática y el signo utilizado para su determinación.
CARCA LATERAL A2 ESTÁTICA Y ESCALÓN
a < 0 b > 0
Imperfección
1 = o
o
? < ? c r
? > ? c r
Trayector. en
el plano Aj-£
fi
?z
trayectoria
estable en
el plano A¡-€
Desplazamiento
Crítico
€st> *?
ZH > 0
£st< ?E
ZH < 0
€.< e
zH < 0
signo de A2
signo en ec.
(7.8) y (7.15)
A2 > 0
menos
A 2 < 0
más
A2 < 0
más
a > < 0 b < 0
?- 0
? * o
*V P2
*l
€st> < CE
ZH > < 0
A2 > < 0
más menos
Tabla 7.1 - Puntos críticos: carga A2 estática y escalón
7.6.2 Carga Lateral Rectangular
A diferencia de lo que sucede cuanto la carga A2 es estática o escalón, el
signo de la carga transversal rectangular no interviene en la determinación
de la estabilidad de los puntos críticos. Esto significa que por cada punto
crítico inestable existen dos valores de la carga lateral (uno positivo y
otro negativo) que pueden llevar al sistema a un comportamiento inestable.
Este comportamiento se deriva de la ec. (7.17) que describe la variación de
las amplitudes del movimiento y en la cual figura el producto A2 ZT; como ZT
es el desplazamiento que alcanza el modelo en el instante en que la carga A2
deja de actuar, siempre se cumplirá A2 ZT > O independientemente del signo
de la carga. Sustituyendo la ec. (7.17) en la ec. (7.26) se obtiene:
Capítulo 7 No linealidades Cuadráticas y Cúbicas 129
z ík j + k2 z + b z2) * O O.32)
La ec. (7.32), cuyas raíces no nulas están dadas en la ec. (7.18), coincide
con la que se obtiene haciendo z = A2 = O en la ec. (7.1ÍÍ y que fuera el
camino seguido por Hutchinson y Budiansky (1966) para obtener los puntos
críticos. Sustituyendo la ec. (7.17) en la (7.29)
d2[A,(z)l
dz' •t
k L
2 Z-r
b P. í k, R1/2 < O (7.33)
con R = [(kj/b) - 4 k/bl. En los distintos casos, i -i er. Í7.33) permite
identificar si ios puntos críticos hacen rrixirna la ec. (7.25).
I) Sistemas perfectos (£ * O)
a) a < O y b > 0:
Si el modelo se encuentra, antes de que actué la carga A2, en la
trayectoria primaria P¡ (O s A, < i) se tiene k2 = a <" O; además, si se
1/2
satisface la ec. (7.28) es R > O y ,a R > j b R¡, ver ec. (C.l) er. el
apéndice C, por lo que la desigualdad (7.33) se satisface para el signo
positivo que corresponde al punto crítico más próximo a ^ (menos en
ec. (7.18)). Si el punto de equilibrio estático se sitúa en la trayectoria
secundaria P2> Fig. 7.4.a, se tiene que k2 > O y además !k2 R j > |b R l ,
ver ec. (C.10) en el apéndice C, y por lo tanto el punto crítico inestable
está asociado al signo positivo en ec. (7.18).
b) b < O y a < O ó a > 0:
En este caso, los dos puntos críticos descriptos por la ec. (7.18) son
inestables, ver punto C./.b y la ec. (C.ll) en el apéndice C.
II) Interpretación energética - Sistemas imperfectos:
Al derivar la ec. (7.17) para obtener la (7.32) se ha supuesto que ZT no
varía durante la derivación: recordemos que la definición natural de carga
crítica AD para Hutchinson y Budiansky (1966) supone mantener la duración de
la carga rectangular, T. constante e incrementar el modulo de A (A2 en el
presente trabajo) hasta alcanzar ¡as condiciones críticas; y que un punto de
vista equivalente, sostienen los mismos autores, es mantener constante la
carga A y aumentar el tiempo de curación hasta lograr el valor crítico 7D;
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entonces, al suponer que ZT permanece constante se está asumiendo que tan:o
la carga como su duración varían hasta que el sistema alcanza las
condiciones críticas. Todas estas posibilidades persiguen el mismo objetivo:
encontrar una cantidad de energía crítica, más allá de la cual el sistema
presentará un comportamiento inestable. La energía cedida por la carga
durante el tiempo T esta representada por la ec. (7.17):
A 2 Z T =
k L'
2 h 2 3z + - k- z3 Z - b z2 (7.34)
en donde ZT = ZT L es el desplazamiento alcanzado por el modelo cuando ía
carga termina de actuar medido desde la posición de equilibrio estático. El
valor de la energía crítica se alcanza cuando el trabajo de la carga es
igual a la máxima energía potencial del sistema. La energía potencial del
sistema se obtiene sumando la energía elástica asociada a Ja ec. (7.2) y el
potencial de A I ( ver apéndice A, que conduce a
V = k L' i( 1 • T- 1 «*AIC J 3 3+ 5 S b4- —4 c eIC (7.35)
Si se toma como nivel de referencia de energía el correspondiente a la po~
Fig. 7.6 Interpretación energética para la identificación de puntos
críticos inestables.
Energía potencial total del sistema
Trabajo de la carga rectangular a
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sición de equilibrio estático se observa que ambas curvas, ec. (7.34) ;.
ec. (7.35), son coincidentes, Fig. 7.6. Esto significa que en un diagrama
carga desplazamiento Ax-^ los desplazamientos É;R = ^ + zs, obtenidos de
sumar a la posición de equilibrio estático las raíces (7.13), para
determinado valor de AI( representan las trayectorias de equilibrio
inestable de la ecuación estática asociada a la ec. (2) í£ - A2 - O)- Esta
observación se verifica fácilmente para sistemas perfectos en equilibrio
sobre la trayectoria fundamental Pj en los que £ = O, la ec. (7.10) queda
z = €. la ec. (7.11) es idéntica a (7.2) y las raices no nulas de Í7.32)
representan las trayectorias P2 inestables del diagrama Aj-^.
a) a < O y b > 0:
Teniendo en cuenta que los desplazamientos críticos coinciden con las
trayectorias inestables del diagrama Aj-£ se obtiene una explicación
sencilla para los valores de la carga axial mínima que garantiza la
existencia de puntos críticos, ver punto 7.5.1.b en la sección anterior.
CARGA LATERAL A2 RECTANGULAR
a < 0 b > 0
Imperfección
€ = o
0
? < ? c r
Trayector. en
el plano Aj-£
*i
?2
Desplazamiento
Crítico
ZR > ^
Z R < C E
signo en
ec. (7.18)
menos
más
a > < 0 b < 0
€ = o
? * 0
*V ?2
',
zH > < e
E
más menos
Tabla 7.2 - Puntos críticos: carga A2 rectangular
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Para sistemas perfectos dicho mínimo coincide con el mínimo de la
trayectoria secundaria P2, ver ec. (C.4) en el apéndice C; en el caso
particular en que Al mínimo es nulo se cumple a = 4 b, ver Fig. 7.3.b, y
?*2 es tangente al eje de abscisas. Para un sistema ubicado inicialmente en
?i los puntos críticos se sitúan en la trayectoria inestable T2 y 51 ^a P°-
sición de equilibrio £ se ubica en la trayectoria estable f^ los puntos
críticos se sitúan sobre la parte inestable de ?*2 si Ax < A]C o sobre la
trayectoria inestable de y>l si A: > A)C, ver Fig. 7.4.a.
Cuando el sistema es imperfecto el comportamiento es similar salvo que
las trayectorias inestables muestran una discontinuidad para cierto rango
de la carga axial, ver Fig. 7.4.fa, lo que explica la discontinuidad de la
curva R en la Fig. 7.3.b. Utilizando estos resultados se puede identificar
cual de las raices en la ec. (7.18) esta asociada a un comportamiento
inestable observando si el punto de coordenadas CR - C * ZR. Ai coincide
con un punto de una trayectoria inestable en el diagrama estático Aj-^, y
generalizar los resultados obtenidos en el punto 7.6.2.1: si el modelo
imperfecto se encuentra en la trayectoria primaria 7}í (O s AJ < A1S) el
punto crítico se obtiene para el signo menos en ec. (7.18). Si el punto de
equilibrio estático se sitúa en la trayectoria Fj, Fig. 7.4.b, y se
satisface la desiguladad (7.28), el punto crítico inestable está asociado
al signo positivo en ec. (7.18).
b ) b < 0 y a < O ó a > O, £ > O;
Para este caso, existen puntos críticos inestables hacia la derecha,
positivo en ec. (7.18), y hacia la izquierda de la posición de equilibrio
CE, ver Fig. 7.5.b.
7.6.3 Carga Lateral Impulsiva
Para carga impulsiva, la posición de los puntos críticos coincide con los
de la carga rectangular por lo que la elección de signos en (7.24) sigue los
lincamientos ya expuestos.
7.6.4 Sobre las Posiciones Relativas de los Desplazamientos Críticos
AI graficar los desplazamientos críticos medidos a partir de la posición
de equilibrio estático en el diagrama Aj-£. Figs. 7.4 y 7.5. para la carga
transversal A2 actuando en forma estática y escalón se encuentra en todos
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los casos que el desplazamiento crítico estático (£st) es el más próximo a
la posición de equilibrio estático (£ ) y que el correspondiente a la carga
escalón (£ + ZH) se encuentra entre este y el correspondiente a carga
rectangular (C + ZR). Una explicación para el hecho de que el
desplazamiento de la carga escalón sea mayor que el de la carga estática fue
expuesto por Raftoyiannis and Kounadis (1988), Fig. 5.6, ya que la
ec. (7.25) se reduce a los casos de punto límite tratados en dicho artículo:
los autores mostraron que el máximo de la ec. (7.14), en el plano A2-z se
sitúa sobre la trayectoria inestable de la curva que describe el
comportamiento con A2 estática, ec. (7.11) y z * O. En particular, para un
sistema perfecto sobre <Pl y a < Ot b > Ot el desplazamiento para carga
escalón es aproximadamente el valor medio de los correspondientes a la carga
A2 actuando en forma estática y rectangular:
SSt ^ ZR
at 1 + 0.073 p + 0.223 p2 (7.36)
2 ZH
con p = b (l-Aj
7.6.5 Cargas Transversales Transitorias Arbitrarias
Cuando la carga A2 varía en forma rectangular o impulsiva se puede
determinar los valores de cargas críticas con las expresiones (7.18-20) y
(7.24) determinadas en forma analítica. Para cargas transitorias arbitrarias
si bien no es tarea fácil encontrar expresiones analíticas asociadas a
tiempos y cargas críticas, sí lo es conocer el comportamiento de la
respuesta cuando la carga transitoria finaliza. Según lo visto en el punto
7.6.2.IÍ el estado crítico se alcanza cuando el sistema absorbe una cantidad
de energía, provista por la carga transversal, más allá de la cual el
movimiento en el diagrama de fase se torna inestable. Cuando la energía es
próxima, pero menor, a la crítica el sistema describe trayectorias cerradas
cuyo máximo desplazamiento, ec. (7.18), ocurre cuando la carga ha cesado de
actuar. Como el sistema es conservativo, en el sentido de que no puede
disipar energía, cada trayectoria cerrada, tendrá un nivel energético. La
trayectoria asociada a la energía crítica puede obtenerse de la siguiente
forma. Considérese la ec. (7.11) con A2 = 0. integrada asumiendo condiciones
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iniciales de desplazamiento y velocidad nulas
.2 .2
Z - Zrt
= O (7.37)
El máximo en la ec.(7.37) ocurre cuando se anula la velocidad; que en
conjunción con la ec. (7.18) conduce al siguiente resultado
k* b'3 k, r ' - • ^3/2
12 12
2 2
 3 b A
- k, z0 - - k2 z0 - - z0 (7.38)
• ** «
que establece una relación entre los desplazamientos y velocidades iniciales
cuya representación en el diagrama de fase coincide con la trayectoria
crítica. Cuando la carga transitoria concluye, el movimiento del sistema
queda descripto por la ecuación (7.11) con A2 = O, y condiciones de
desplazamiento y velocidad correspondientes al instante en que la carga
termina de actuar. Entonces, si dichos valores estuvieran fuera de la
frontera delimitada por la ec. (7.38), el sistema describiría un
comportamiento inestable. Por el contrario, puntos interiores están
asociados a un comportamiento estable.
Las cargas rectangulares e impulsivas pueden ser tratadas, con la ec.
(7.38), como casos particulares de una forma análoga a lo hecho en el
capítulo anterior. Debe prestarse atención al doble signo en la ec. (7.38):
por cada uno de los puntos críticos inestables que puede describir la ec.
(7.18) pasa una trayectoria crítica; en consecuencia la elección de los
signos en ec. (7.38) se hará según lo establecido en el apartado 7.6.2. La
Fig. 7.7.a ilustra el comportamiento del sistema para el caso a < O b > O de
la Fig. 7.4.b, para una carga transitoria rectangular. Los puntos £A y €st
pertenecen a las trayectorias estables tPl y P2 de la Fig. 3.b y el punto €B
a la inestable. La ec. (7.38) determina una curva que encierra los dos
-puntos de equilibrio estable y separa al plano de fase en tres regiones: dos
estables y una inestable. La misma curva puede ser trazada suponiendo que el
sistema se encuentra en reposo en el punto £A o en el punto £st cambiando el
signo en la ecuación (7.38). En la figura se indica el instante en que deja
de actuar la carga A2. Cuando el tiempo T > TD, dado por la ec. (7.20), el
punto de "condiciones iniciales" queda fuera de la región estable y la solu-
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0.03
0.15
Fig. 7.7 Diagrama de fase. Condiciones iniciales críticas.
Regiones estables ; Regiones inestables
(a) a < O, b > O: Inestables: 1 (A2>0 T>TD-); 3 (A2<0 T>TD+);
4 (A2>0 T>TD*); Estable: 2 (A2<0 T<TD*);
ib) a > O. b < O: Inestables: 2 (A2>0 TD-<T<TD0; 3 (A2>0 T>TD*);
4 (A2<0 T>TD.); Estable: 1 (A2<0 T<TD-);
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ción cambia bruscamente su comportamiento. En la Fig. 7.7.b se ilustra el
caso a > O b < O para los mismos valores usados en la Fig. 7.5.b, La región
estable esta asociada al punto de equilibrio £D y ios dos puntos de
ensilladura (saddle points), £E y £K, a las trayectorias inestables, ver
Fig. 7.5.b, El signo positivo en ec. (7.38) divide las regiones inestables
mediante las separatrices que pasan por £F. Se han graficadc algunas
trayectorias de la solución que modifican su comportamiento de acuerdo a ía
duración de la carga respecto a los tiempos necesarios para pasar de un
comportamiento estable a uno inestable. El signo con que se ha subindicado a
T hace referencia al signo con que se ha calculado ZT en ec. (7.19).
7.7 CONCLUSIONES
En este capítulo se han extendido los resultados presentados en el
capítulo 6 relajando algunas restricciones sobre los coeficientes de rigidez
no lineales (cuadráticos y cúbicos) y la carga lateral, asumiéndose además,
que el modelo presenta ambas no linealidades simultáneamente. Se han
mantenido las cargas, esto es, se consideraron una carga axia] estática ÍA t )
y otra (A2) lateral dinámica (escalón, rectangular e impulsiva). Se
presentan las expresiones que permiten calcular los valores de cargas que
llevan al sistema a un estado crítico (ec. (7.9), (7.16), (7.20), Í7.24J).
En estas ecuaciones los términos cuadrático, a, y cúbico, b, pueden ser
positivos o negativos y la carga lateral de distinta naturaleza por lo que
interesa conocer si el sistema presentará o no un comportamiento inestable:
En los casos en que b<0 la inestabilidad esta asegurada independientemente
del signo que tome a. la imperfección del sistema o la carga lateral que se
considere.
Para los casos en que a<0 b>0 se observa que, según les valores relativos
entre las rigideces a y b, la existencia de puntos críticos dependen de que
la carga axial Aj tome un valer mínimo que varía según A2 sea estática o
cinámica:
1) Cuando la carga transversal es estática el valor mínimo de la carga axial
necesaria para que existan puntos críticos es Aj £ O si a > 3 b o
A/^ie fc J ~ a2/3b si a * 3 b, relaciones que resultan independientes de
la imperfección del sistema.
2) Cuando A2 es una carga escalón se observa que:
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- SI el sistema es perfecto, y la posición de equilibrio ^ pertenece a
la trayectoria fundamental 7>l en el diagrama estático A;-£ la carga
axial mínima necesaria es
Aj £ O si a2 > 21 b/8 ó
Aj/Aic > 1 - 8 a/(27 b) si a2 s 27 b/8
Si el sistema se sitúa inicialmente sobre 1PZ el modelo también
presentará puntos críticos ya que la ec. (7.28) se satisface en tales
puntos.
- Si el sistema es imperfecto y se satisfacen las condiciones que
aseguran la existencia de puntos límites en el diagrama Aj-£ estático,
ec. (7.3-6), establecidas por Elishakoff (1980) el valor de ¡a carga
axial A lf sobre Pj, debe satisfacer AIH < At < A1S con A1H obtenido con
la ec. (7.28) y A1S dado en ec. (7.7). Si el punto de equilibrio £
pertenece a la trayectoria ?>2l e^ sistema presentará puntos críticos y
no existe, al menos teóricamente, un valor máximo para Aj.
- Si el sistema es imperfecto y no se satisfacen las condiciones en
ec. (7.3-6), no existirá punto límite en el diagrama Aj-£( sin embargo,
el sistema puede presentar un estado crítico siempre que At satisfaga
la ec. (7.28).
3) Cuando A2 es una carga rectangular se puede mostrar que la energía cedida
por la carga A2 toma un valor crítico cuando iguala a la máxima energía
potencial del sistema, ec. (7.34-35), y en consecuencia la existencia de
puntos críticos inestables esta asegurada si, para determinado valor de
la carga axial, existe una trayectoria inestable en el diagrama Aj-f
estático:
- Si el sistema es perfecto, y la posición de equilibrio £ pertenece i
la trayectoria fundamental 2^ o secundaria ?>2, en el diagrama estát; -o
Aj-í-, la carga axial mínima necesaria es
A! £ O si a2 > 4 b ó
A/A1C > 1 - a/(4 b) si a2 £ 4 b.
- Si el sistema e< imperfecto y se satisfacen las ec. (7.3-6), el valor
de la carga axial A I ( sobre 7>l c Pít debe satisfacer A1R < Al < AIS con
A1R obtenido con la ec. (7.28J y AIS dado en ec. (7.7). Si el punto de
equilibrio ^ pertenece a la trayectoria 92 y Aa > A1S el sistema no
presentará puntos críticos hasta que la carga A¡ sea tal que exista una
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trayectoria complementaría inestable.
- SÍ el sistema es imperfecto y no se satisfacen las condiciones en
ec. (7.3-6), no existirá punto límite en el diagrama Aj-£ y el sistema
no presenta un estado crítico salvo que, como en el caso anterior,
coexista con la trayectoria estable una trayectoria complementaria
inestable para el valor de Aj considerado.
4) Se observa que tanto para sistemas perfectos o imperfectos el valor de la
carga Aj mínima necesaria para que existan puntos críticos es
A1S < A1H < A1R por lo que, para determinados valor de A l f el sistema
puede presentar un comportamiento estable o inestable dependiendo de la
forma en que actué A2.
5) Si se grafican en un diagrama estático A t~C los desplazamientos críneos
correspondientes a carga A2 estática, escalón y rectangular se observa
que en todos los casos el más próximo a la posición de reposo inicial £
es el correspondiente a la carga estática, luego el que corresponde a la
carga escalón y finalmente, si existe, el de la carga rectangular.
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C A P I T U L O 8
APLICACIONES DEL MÉTODO VARIACIONAL INCREMENTAL
A LA SOLUCIÓN DE PROBLEMAS
DE INESTABILIDAD DINÁMICA
8.1 INTRODUCCIÓN
Uno de los problemas que ocupa la atención de los investigadores es la
búsqueda de métodos numéricos para la solución de ecuaciones diferenciales
no lineales asociadas a sistemas dinámicos. Entre los métodos de integración
directa se encuentran los esquemas de integración numérica implícitos,
explícitos y semi-implícitos. Los métodos implícitos son más costosos con la
ventaja de ser incondicionalmente estables y no tener restricción en la
elección del paso de avance; en los explícitos la secuencia de avance es más
simple pero el paso esta restringido a fin de garantizar la estabilidad del
método y en los esquemas semi-implícitos se busca mantener las ventajas de
los anteriores: estabilidad incondicional y simplicidad en el avar.ee
[Park (1982), Trujülo (1982)]. Otra posibilidad es utilizar métodos de
perturbación los cuales proveen soluciones analíticas, que muestran la
influencia de los distintos parámetros en la solución, pero que, en generai,
son aplicables a problemas suavemente no lineales, INayfeh y Mook (1979)].
Cuando el sistema no lineal presenta soluciones periódicas, se puede
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utilizar un método incremental (Incremental Harmonio Balance, IHB) que fuera
propuesto por Lau y Cheung (1981) cuya principal ventaja es que puede
aplicarse a sistemas fuertemente no lineales. Las aplicaciones que presenta
la literatura se refieren a oscilaciones libres [Lau y Cheung (1981)] y a
sistemas con excitación periódica, [Lau, Cheung y Wu (1982), Tongue (1984).
Fierre y Dowell (1985), Fierre, Ferri y Dowell (1985)]. Posteriormente, el
método se extendió para considerar oscilaciones no periódicas de sistemas no
lineales [Lau, Cheung y Wu (1983), Lau y Cheung (1986)]. Sin embargo, no se
han reportado al presente aplicaciones del método para analizar problemas de
inestabilidad dinámica para carga escalón. Cuando el sistema puede ser
modelado como de un grado de libertad la solución se puede encontrar en
forma analítica por separación de variables y obtener expresiones explícitas
para la carga dinámica de pandeo (cap. 6 y 1). Los distintos comportamientos
y criterios disponibles para enfrentar cargas dinámicas fueron expuestos en
el cap. 4 y en el cap. 5 se presentaron resultados para modelos de un grado
de libertad bajo la acción de una única carga: en tales modelos, el
comportamiento bajo carga dinámica escalón no depende de la masa del sistema
por lo que su comportamiento dinámico puede preveerse a partir de resultados
estáticos. En particular, Raftoyiannis y Kounadis (1988) (sección 5.3.3)
estudiaron distintos modelos de un grado de libertad y propusieron un método
estático para establecer la carga dinámica critica pero dejaron en claro
(ver cap. 9) que dicho método no podía extenderse a sistemas de múltiples
grados de libertad. Esto es equivalente a decir que los resultados basados
en la energía potencial total, (sección 4.3.2.2) no son estrictamente
correctos para sistemas de múltiples grados de libertad.
El propósito del presente capítulo, es evaluar el comportamiento del
método IHB para la predicción de cargas dinámicas de pandeo cuando la carga
es escalón como una opción aplicable al análisis de sistemas de múltiples
grados de libertad. A fin de contrastar los resultados se ha utilizado el ya
conocido modelo de Budiansky del cual conocemos las soluciones analíticas
exactas. La presentación de los resultados se hace mediante diagramas carga-
amplitud que muestran la influencia de las distintas aproximaciones en el
valor de la carga obtenida respecto del valor analítico y mediante diagramas
de fase presentados para evaluar el comportamiento de la respuesta en el
tiempo obtenida por el método IHB respecto de una integración numérica
directa.
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8.2 PRINCIPIO VARIACIONAL INCREMENTA!. PARA SISTEMAS ELÁSTICOS
NO LINEALES
Básicamente, los métodos de balance armónico [Tseng y Dugundji (1970),
Evenson (1967), Rao, Raju K.K. y Raju I.S. (1976), Varadan y Pandalai
(1978), Ueda (1979)] consisten en igualar a cero el trabajo virtual promedio
por período, con lo cual, se obtienen un conjunto de ecuaciones algebraicas,
que se resuelven numéricamente utilizando técnicas iterativas basadas
principalmente en el método de Newton-Raphson. Estos métodos, presentan un
buen comportamiento en lo que se refiere a convergencia, con la condición de
que el paso de avance se elija suficientemente pequeño. Las soluciones se
obtienen partiendo de una solución conocida, que generalmente es la obtenida
en forma lineal.
A continuación, se describen los lineamientos generales del Principio
Variacional de Amplitud Incrementada según fueran presentados por Lau y
Cheung (1981). La ecuación de trabajos virtuales para un problema dinámico,
es
J f (TU 6cu + p q, 8q, - P, óq, j dv - j T, óq, ds = O (S.l)
en la que los términos representan el trabajo virtual de las fuerzas
internas, de las fuerzas de inercia, de las fuerzas por unidad de volumen y
de superficie respectivamente. Las relaciones cinemáticas en la ec. (8.1)
están dadas por las componentes del tensor de deformaciones de Green-
Lagrange
dq. dqr 3qr
fcj
+ +
ax,
; (i.j.r « 1.2.3) (8.2)
mientras que las componentes del tensor de tensiones, asumiendo que el
sólido es elástico lineal, quedan determinadas por
kl (8.3)
en la que las constantes de elasticidad satisfacen las siguientes
condiciones de simetría
r - r - r - r (8.4)
'-ijkl - Mjlk - ujlJcl ~ *"kMJ
Si se considera solamente el movimiento periódico, se introduce el
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siguiente cambio de escala en el tiempo
7 = u t (8.5)
en la que w es la frecuencia fundamental de las vibraciones, y se integra la
ec. (8.1) respecto al tiempo a lo largo de un período se tiene
17
ffaj ÓEJJ + fj2 p cjj 6q, ~ P! fiq^ dv - f Tt óq¡ ds 1 d? = O (8.6)
en la que, en la ec fs.6), q¡ es la derivada segunda respecto a 7.
Integrando por partes y teniendo en cuenta - la condición de periodicidad de
la respuesta
q í J ) = q ( y + 2 IT) i = 1,2,3 (8.7)
la ec. (8.6) puede escribirse como
-••
6c, - W p Íaq0 r
_ - P, «q, I df - j T, Sq,
v y //)
ds \- d? = O
(S.8)
La ec. (8.8) es una particularización del principio de Hamilton para
movimientos periódicos.
Considérese que el estado de equilibrio sufre un pequeño incremento. En
este cambio se establece el incremento de cada variable escribiendo
(OJ
"
P, = P + AP,
T =, T0 1 * AT
(8.9)
(8.10)
(8.11)
(8.12)
en las que el supraíndice ( )ÍO indica el estado previo de equilibrio,
Reemplazando la ec. (8.2) y (8.9-12) en la (8.8) resulta la siguiente
£U
HJ[ (O)' 5Aqr3x
- W0 i p ¿q¡ p q¡ ] - 2 W0 Aw p q, 5¿q
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- P¡°' ÓAq, - APj 5Aq, 1 dv - ' T[O) 6Aqi + AT, 1 8Aq,ds 1 d? = O
y
(8.13)
en la que se han despreciado términos de orden superior y donde
' 3Aq¡ 3Aq, 8c 3Aqr SAqr
_ _ _
 + _ _ + __ + __
2 axj sx¡ ax, axj ax¡ axj
 t
AITJJ = C1Jkl Aekl
8.3 SOLUCIÓN INCREMENTAL PARA AL MODELO DE UN GRADO DE LIBERTAD
En esta sección obtendremos la versión incremental de la ec. (7.2). Para
ello utilizaremos el Principio de Hamílton:
t
6 F ( T - V ) dt « O (8.16)
o
en la que T y V representan la energía cinética y potencial del sistema:
T = -i- m x2 (8-17)
X
V = I F(q) dq - Aj AA - A2 x (8.18)
o
Cambiando la escala de tiempo según la ec. (8.5) y reemplazando las
ec. (8.17) y (8.18) en (8.16) se obtiene:
2 3 4 A1C
(8.19)
y teniendo en cuenta que la solución es periódica, £(!7) = ?O" + 2IT). la
anterior queda:
Jl ]2 5
 + € + a ^  b 53 - — í e -1) - í- } «e d j = ° (s-20)ü ' A,r K L JnO
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Se propone una solución periódica de la forma:
n
C = y AÍ cos(iJ) + €E (8-21)
1=0
n
£ = -JV Aj cos(iy> Í8.22)
1=1
En la (8.21) CE es la posición estática de equilibrio alcanzada cuando sobre
el sistema actúa la carga axial A: y satisface
í j . _^L ) f + a CV b ^  - — I = O (8.23)
I A1C J A1C
La variación del desplazamiento es
¿A! cos(iy) Í8-24)
i n
Introduciendo las (8.21 y 22) y (8.24) en (8.20) se obtienen las siguientes
ecuaciones de eouilibrio:
2A0 + a [TJ A] + 4 A0 £E1 + b [ ajk Aj Ak A, +
2 E F21 Al A2
+ 3 yj Aj ? + 6 A0 C - 2 AO - 2 — = O (8.25)
J A1C k L
en la que se hizo uso de la ec. (8.23) y '
( 27t
7J = 1 2 *si j *= O : ajk = - J cos(i?) cos(j7) cosCk?) d? (8.26)
o
y para i*0:
i * O
ajk Aj Ak + 2 A, ? j ^
i E E2 1 Al
^ + 3 aJK Aj Ak C + 3 A» C - —
' A. .AIC
= O (8.27)
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con
n
-a- cos(i5") cosíj?) cos(kJ) cos(15"í11
 J
Í8.2S)
Las ecuaciones increméntales de equilibrio se obtienen de las ec. (S.25) y
(8.27) por derivación:
i = O
2 AA + a 2
+ 6 6 C AA
4 CE AA01 + b f 3 ecjk Aj Ak ¿A, +
1 - 2 —J A1C
AA0 - -TT ¿A2 - O (8.293
i * O
f w I2 2J ¡ ¿AI -
i2 A, Wj
¿w + ¿A + a
+ b 3 Ak ¿A! + 6
N
I 2 ajk Aj AAk + 2 ^ AA|J
t J - - ¿A! = O+ 3 C ¿A
(8.303
j.k.l = 0,1,2,...n
Además de las ecuaciones de equilibrio e increméntales es necesario
establecer una condición adicional a fin de que las distintas soluciones
pasen por el punto de equilibrio estático, í- = £ .para t = O, esto es:
A, = O (8,31)
. o
La ec. (8.31) representa a la condición inicial de desplazamiento ya que
la de velocidad se satisface por la forma de las funciones de aproximación
elegidas.
La solución de las ecuaciones de equilibrio (8.25) y (8.27) más la
condición inicial [8.3D puede resolverse en base al método de Newton-
Raphson. En tal caso expresando las ecuaciones increméntales (8.29) y (8.30)
en forma matricíal resulta
[ KT - í — j M 1 ¿A = Rv
 wn •>
(8.32)
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donde
KT es la matriz que agrupa los coeficientes que relacionan los
incrementos de las variables de desplazamiento AAj, que es simétrica
pero en general no definida positiva
M es la matriz de masa
AA es el vector que agrupa a los incrementos en los AI
R son los residuos de la ecuación diferencial en el último paso de
cálculo
Rw agrupa a los coeficientes asociados al incremento de frecuencia en
las (8.29) y (8.30)
A las ecuaciones (8.32) debemos agregar la condición (8.31) o su equi-
valente incremental
AA¡ = O ($.33)
i ,,
El agregado de (8.33) a las (8.32) destruye la simetría del sistema de
ecuaciones a resolver. Sin embargo ésto puede evitarse operando
adecuadamente. Para la solución vía Newton-Raphson es factible usar
cualquier técnica de continuación; aquí se describe brevemente las dos
implementadas.
(a) Incremento prescripto sobre A2. En tal caso para cada paso de iteración
i en un incremento AA2 resolvemos los sistemas
(8.34)
(8.35)\ KT - í - 'L *• un ;
y luego se aplica la ec. (8,33)
Z l + 1. A ( l ) J*1A r 1 + 1. .(2) n¿A. •*• ¿u ) AAj = O
J=0 j=0
de donde puede despejarse el valor del incremento de frecuencia Au.
(b) Incremento prescripto sobre A0.
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AA0 = A (8.37)
En tal caso en la primera iteración del incremento se resuelve
[ KT - f — 1 M 1 AT = R2 Í8.38)[ ^
 Wn •>
o
[ KT - [ - - ) M 1 1AA(2) = Rw (8.391
donde R2 es el vector asociado al incrementos en A2 en las ecuaciones
increméntales (8.29) y (S.30) que en este caso sólo tiene componente en j=0.
A continuación la aplicación simultanea de la (8.33) y (8.37) conduce al
sistemas de dos ecuaciones
n n
'M;, £AA] + IAÜ>£ l^} - o (s.40)
J=0 J=0
'AA2 A¡ + 'Au> AA¿2>= A (8.41)
en los siguientes pasos de iteración se resuelven primero sistemas similares
a los (8.34) y (8.35) y luego se plantean las siguientes ecuaciones
n n n
Z '^AA*1 ' _. 1+1 A j r A T I+IA T 1*1AA(2) n feAAj + AA2 ) Aj + Aw ) AAj « O 18.
J=0 J=0 J=0
1*1,. (1) 1+1. , .T 1+1. . (2 ) ,. (oAA0 + AA2 A0 + Aw AA0 = O 18.
De esta forma se puede obtener la solución de las ecuaciones de equilibrio
para distintos valores de A2 o de A0.
8.4 RESULTADOS NUMÉRICOS Y CONCLUSIONES
Si un sistema está sometido a cargas dinámicas escalón, la respuesta puede
o no presentar un comportamiento inestable. En el primer caso el interés del
analista estará centrado en la determinación de la carga critica y en el
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segundo interesará la relación entre la carga y la amplitud de ias
oscilaciones. La cuestión esencial es de que manera, un método, que fuera
propuesto para describir movimientos periódicos, puede describir el
comportamiento de un sistema en las proximidades de un punto crítico en
donde la solución pasa de periódica a no periódica (a < O, b = O ó b < O,
V a); para el caso a < O, b > O la solución más allá del punto crítico es
periódica pero, como se aclarara anteriormente, el punto de reposo asociado
a esta nueva oscilación dista del correspondiente a valores en que Az < A2D.
En la Fig. 8.1 se han graficado los resultados obtenidos para un sistema en
el que b < O. En la Fig S.i.a se muestra el diagrama carga amplitud para la
0.30
A
0.25-
0.20-
0.15-
0.10-
0.06-
0.00-
\2 = 0.2295
3A2=0.2533
A2D=Q.2S34
0.1 0.2 0.3 0.4 0.&
Fig. 8.1.a Diagrama Carga-Amplitud
solución analítica, ec. (7.16), y las soluciones utilizando el método IHB
para uno, dos y tres armónicos. En la Fig. S.l.b se muestran los diagramas
de fase correspondientes al máximo valor de la carga que se obtuviera como
aproximación de la carga crítica y la solución obtenida por integración
numérica directa para valores próximos a la carga crítica. En la Fig.S.l.c
se ha graficado el comportamiento de la frecuencia de la oscilación con la
carga para las distintas aproximaciones y los valores obtenidos por
integración numérica. Fueron impiementados los dos esquemas de avance
descriptos: carga prefijada y desplazamiento prescripto. Los resultados
obtenidos permiten enunciar algunas conclusiones y observaciones sobre el
método utilizado:
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1) El método mostró una muy buena correspondencia entre los valores de la
carga obtenidos y el previsto teóricamente. La mejor aproximación a dicho
0.25 1 Arm.
2 Arm.
3 Arm.
Exacta
-0.05 -
-0.15 «
-0.25
O 0.1
uI
1.2
1.0
0.6-
0.6
0.4
0.2 -J
0.0
(c)
O 0.05 0.10 0.15 0.20 0.26 0-30
A2
Fig. 8.1 (b) Diagrama de Fase (c) Relación Carga-Frecuencia
valor se obtiene utilizando un esquema de avance de carga prescripta, sin
embargo, e! número de pasos de avance necesarios para obtener ei valor
crítico es mayor en este caso (para igual número de iteraciones por paso)
que el necesario en desplazamiento prescripto.
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2) Los esquemas de avance no presentaron problemas de convergencia, y
preservaron la simetría de la matriz de rigidez. En ambos casos, ia
ecuación de condiciones iniciales de desplazamiento (8.31) fue utilizada
para la obtención del incremento de frecuencia.
3) No es necesario tener un conocimiento previo a cerca de si el sistenu.
presentará o no un comportamiento inestable. Si lo es, dará la cargü
límite y si no, la relación carga-amplitud de las oscilaciones
periódicas.
4) El orden del sistema de ecuaciones depende del número de armónicos que '..e
incluyan en la solución por lo que en sistemas de múltiples grades oe
libertad deberá tenerse en cuenta este aspecto.
5) Por ser un método variacional puede utilizarse en conjunción cor. <:]
método de elementos finitos.
'C A P I T U L O
INESTABILIDAD BAJO CARGAS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS
EN SISTEMAS DE MÚLTIPLES GRADOS D£ LIBERTAD
9.1 INTRODUCCIÓN
En los capítulos 6 y 7 se han presentado las ecuaciones que permiten
encontrar las cargas críticas de sistemas de un grado de libertad sometidos
a la acción de dos cargas, una de las cuales es estática y la otra dinámica.
Los resultados muestran que cuando la carga dinámica es escalón, la masa ae!
sistema no interviene en la determinación de la carga crítica, mientras que
si la carga es impulsiva (tanto sea impulsiva ideal o rectangular) la masa
interviene. Sin embargo en este último caso, el problema se presenta como ur.
balance entre energía entregada y la que el sistema puede admitir sin
alcanzar un punto de equilibrio inestable.
El objeto del presente capítulo es mostrar de qué manera se pueden
transferir los resultados del cap. 7 a la predicción de cargas críticas en
sistemas de múltiples grados de libertad. A tal fin, se utiliza la teoría de
perturbaciones, presentada en el cap. 3, obteniéndose expresiones que
permiten aproximar cargas dinámicas y en consecuencia extender el campo
resultados que dicha teoría provee. Por razones de completitud se presenta
también el tratamiento de Jos sistemas bajo carga aislada mientras que los
resultados numéricos están orientados principalmente a los problemas de
interacción de cargas. Los resultados que provee la aproximación basada en
la teoría de perturbaciones se compara con los obtenidos utilizando una
técnica de continuación en conjunción con el criterio energético presentado
en el cap. 4 y estos con los obtenidos por integración directa de las
ecuaciones diferenciales.
9.2 CARGAS ESTÁTICAS
Sea un sistema de múltiples grados de libertad gobernado por una ecuación
diferencial ordinaria no lineal
M q + grad V(Q.c,A,.A2) = O (9.1}
en la que la matriz de masa del sistema, M. es simétrica y positiva definida
y V es el potencia] total que depende de la posición del sistema
O = 0E + q(t) de la imperfección c y de las cargas A, y A2. Q^ representa
las componentes debidas a la carga estática mientras q es la componente
dinámica. Las cargas serán denominadas como axial (A,) y lateral (A2) en
correspondencia con el tipo de modelo analizado en sistemas de un grado de
libertad, y con e] que
 se analiza en este capítulo. La identificación
esencial es que si actuaran en forma estática, A, conduciría a una
bifurcación, mientras que A2 llevaría el sistema a un punto límite. El
comportamiento estático queda gobernado entonces por el potencial del
sistema
VÍQ.e.Aj.Aj)
 (9.2)
que permite escribir las ecuaciones de equilibrio
grad VÍQ.e.A^) = O (9.3)
Si bien los sistemas que se tratan a continuación son de múltiples grados
de libertad, se supone que se dispone de] análisis completo de la teoría de
estabilidad de sistemas estáticos, utilizando la técnica de perturbación.
Esto hace posible que en las ecuaciones de las tres secciones siguientes no
aparezcan explícitamente los grados de libertad
 QÍ del sistema, sino los
coeficientes que resultan de un análisis de perturbación.
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9.2.1 Carga Axial Aislada
Si se asume que la carga lateral es nula, A2 = O, el sistema presenta un
comportamiento que depende del parámetro que mide la imperfección resultando
los siguientes casos
a) Sistemas Perfectos (e = 0)
En este caso el sistema presenta una bifurcación del equilibrio. La
trayectoria postcrítica queda descripta por el sistema de ecuaciones de
perturbación (3.12-3.14) y la ecuación de la trayectoria secundaria es
,ü> , ( 2>A, A, Ai
_L = 1
 + J_ Ql + ¿J_ q? + ... (9.4)
A1C A1C 2! A1C
Las variables ql son, de acuerdo a lo establecido en el cap. 3, los
incrementos de la variable de perturbación, en este caso un desplazamiento
medidos a partir del estado crítico. La comparación de la (9.4) con la
ecuación (7.2), con £ = f = A2 = O muestra que
..(i) ,(2>Aj 1 Aj
a = — y b = (9.5)
AIC 2! Aic
en la que los coeficientes \[l) y \\2} se determinan según los pasos en las
secciones 3.3.4 y 3.3.5 según el tipo de bifurcación que se analice.
b) Sistemas Imperfectos (c # 0)
Si el sistema es imperfecto el comportamiento es similar al de un punto
límite. El diagrama de sensibilidad a imperfecciones, que muestra la
disminución de la carga, de bifurcación en función de la imperfección, se
puede obtener de acuerdo al tipo de bifurcación:
b.l) Bifurcación Simétrica: el diagrama de sensibilidad se obtiene
utilizando la ec. (3.95)
(9.6)
A su vez, la (9.6) contiene la misma información que describe la ec. (5.18)
obtenida por Budiansky para una imperfección no especificada, denominada í
A*''
A!
- — 1 H
AIC
,M(2)
Al
AIC
6
«(3/2) (3)
i 2 C
(2/3) -M13)
(2/3)
A <3>1C C
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r < ]
1
V
(3/2) „ -1/2 /\M
J J i yo J
f hr IFI ÍQ 7)
2 AJC
de tal forma que reemplazando A j de la ec. (9.6) en la ec (9.7) se puede
encontrar la imperfección del modelo de Budiansky, £, a partir de la
imperfección del modelo real, e, que presenta la misma carga crítica
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,M(2)
Al
A1C
3 (-3b)1/2
2
í 6
-Í3/2) (3)2 e
^ y
i +
12/3) .MÍ3)
Í2/3) A
(3>A1C c J
6
_(3/2) (3)2 c
• J
3/2
(2/3) ,M<3>
c<2/3). e
(3Í
A1C c
(9.S)
en la que el coeficiente t> queda determinado por la (9.5). El objeto de
obtener la imperfección f es que esta información, junto con las (9.5)
permite obtener las constantes del modelo de Budiansky que se comporta cono
el sistema real y entonces es posible proveer una aproximación de la carga
crítica dinámica escalón como se muestra en la sección 9.3.
b.2) Bifurcación Asimétrica: en este caso, la bifurcación, ec. (9.4),
contiene al coeficiente cuadrático a y puede también contener al cúbico b, y
el diagrama de sensibilidad a imperfecciones del sistema real queda
establecido a partir de la ec. (3.98)
= 1
;:
Mí»
*1C K) (1/2) MfZ)(1/2)C + (9.9)'. ic
Se distinguen entonces los siguientes casos
b.2.1) a * O, b = O: el diagrama de sensibilidad de un modelo cuadrático
está dado por la (5.17), en la que se cumple que a £, < O
1 -
• : •
4 a
.
Al
ic
- O (9.10)
y la imperfección del modelo de Budiansky se obtiene sustituyendo (9.9) en
(9.10)
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'
 XMU>
A1C
'
 2
 1
e(2)L Cl J
1/2
5
—
4 a
.U(l)
A
A1C
\ 2 }
(2)
L Cl J
,ME2)
(1/2) A
<2)
A1C cl
-
f° 11)
1/2 ^M(2)
(1/2) A
(2)
V Gl
en la que a se obtiene de la ec. (9.5).
b.2.2) a * O, b * O: en este caso, la imperfección equivalente se obtiene
utilizando el diagrama de sensibilidad dado por la ec. (5.22)
rr AMiii ^^^
A1C
• \
> .,
a2
3 b
-
V -4 }
U7 bj
1/2
a
3 b
i —
M
-,
2 a"
27 b2
(9.12)
de la cual se obtiene la imperfección £ luego de reemplazar la carga crítica
de la ec. (9.9) y las constantes a y b de las ec. (9.5).
9.2.2 Carga Lateral Aislada.
Este caso es una particularizacíón del análisis para interacción de
cargas, que se presenta a continuación, en el que la carga axial se
considera nula.
9,2.3 Interacción de Cargas
Cuando las dos cargas actúan en el sistema pueden considerarse dos
aproximaciones que surgen de utilizar esquemas de perturbación a partir de
puntos críticos asociados con bifurcaciones (carga axial) o de puntos
regulares (carga lateral):
a) Carga axial - perturbación a partir de un punto crítico: este esquema
se ha descripto en el punto 9.2.1 y permite obtener una aproximación de la
carga crítica axial. La influencia de una carga lateral estática se puede
tener en cuenta utilizando como imperfección del sistema al parámetro que
gobierna a la carga lateral A2 —> e. La imperfección real del sistema apa-
rece como un parámetro más en ias ecuaciones.
b) Carga lateral - perturbación a partir de un punto regular: esta aproxi
mación consiste en realizar una expansión alrededor del punto de equilibrio
E (cap. 3 punto 3.2.1) alcanzado bajo la acción de la carga estática Ap
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escribiendo a partir de este punto las ecuaciones de equilibrio estático del
sistema asumiendo una variación en el segundo parámetro de carga, A2. ec.
(3.14), que resulta
(9.13)
en la que los coeficientes A2l), \(2Z} y A^ se obtienen de las (3.16) a
(3.19). En la ec. (9.13) se ha utilizado como parámetro de perturbación
s = qrj: el punto de equilibrio E puede haber sido alcanzado utilizando
cualquier técnica adecuada ya sea una técnica numérica o de perturbación; en
este último caso la variable de perturbación en la ec. (9.13) puede ser la
misma que se utilice para alcanzar el punto de equilibrio E debido a que no
se ha pasado ningún punto singular. La comparación de (9.13) con la parte
estática, y £ = O, de la ec. (7.2)
( • - £ ) + a k L = 0 (9.14)
permite escribir las siguientes equivalencias
,,.í;>,u(,-¿> , ( 2 ) (3)A? /¿ —> a; Ao •* b; A- k L (9.15)
tal forma que la carga crítica estática queda determinada por la
ec. (7.9)
A2c -
* 13Í
A2
24
' 2 A < 2 ) '
A Í 3 )^ 2 S
2
 8 A2lí '
A Í 3 )2
T3/Z
(9.16)
(3Í
en la que la carga crítica existirá si se satisface las condiciones
establecidas en la sección 7.5 para la carga estática esto es
1) si en (9.13) A2 < O y A2 > O entonces debe satisfacerse la desi-
gualdad (7.27) esto es;
, (3) (1
-
 A2 A2 (9.17)
(312) si A2 < O el sistema presentará siempre un comportamiento inestable. La
elección de los signos en (9.16) se hace de acuerdo a la tabla (7.1) del
capítulo 7.
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9.3 CARGA DINÁMICA ESCALÓN
Aproximaciones de la carga crítica dinámica escalón pueden establecerse a
partir de los resultados de la sección anterior. Si bien esta tesis se
centra en la interacción de cargas estáticas y dinámicas, se considerarán
previamente los casos de carga axial aislada y de carga lateral aislada, a
fin de facilitar la comprensión del tema central.
9.3.1 Carga Axial Aislada
La única posibilidad de tener una respuesta no nula es que se considere el
sistema imperfecto. Se distinguen los siguientes casos
a) Bifurcación simétrica inestable: el valor de la carga dinámica critica
se obtiene de ¡a ec. (5.30) en la que la imperfección ? es la que resulta la
ec. (9.8). Se tiene así que A1D se puede obtener de
1 - — 3 6
1/2 <z>
2! A I
! t
'
: •
= o (9.18)
b) Bifurcación asimétrica: de acuerdo a que la bifurcación presente o no
al coeficiente cúbico se tienen los siguientes casos:
b.I) a # O, b = O: la carga dinámica se obtiene de la (5.29)
1 -
v
. ' , :
••'
A1D
< O y
(9.19)
se determina aen la que debe satisfacerse la condición
partir de la ec. (9.11).
b.2) a * O, b * 0: la carga dinámica se obtiene a partir de los resulta-
dos de Elishakoff (1980), ec. (5.38), en la que los coeficientes a y b se
A,
1 -
8
HC 27 b
27 b
-8
4 a
9~b 1C
(9-20)
obtienen a partir de la ec. (9.5) y la imperfección f con ía ec. (9.12).
Notar que el valor de la imperfección asi obtenida debe satisfacer las
relaciones (5.34-5.37) a fin de que el sistema presente un comportamiento
158 Interacción de Cargas Estáticas y Dinámicas Capítulo 9
inestable bajo carga dinámica.
9.3.2 Carga Lateral Aislada
En forma similar a lo presentado para carga lateral estática, este caso es
una particularización de! análisis con interacción de cargas en el que se
supone que la carga axial es nula y se describe en 9.3.3.
9.3.3 Interacción de Cargas Estáticas y Dinámicas
Este es el tema de mayor interés en esta tesis. Se presentan
aproximaciones para carga dinámica axial o lateral, asumiendo en todos los
casos que el sistema se encuentra en reposo en la posición de equilibrio
alcanzada bajo la acción de la carga que se considere estática.
a) La carga asociada a bifurcación es escalón - Análisis de perturbación a
partir del punto crítico: se asume que la carga dinámica es la carga axiaí;
el sistema es muy sensible a imperfecciones y su inestabilidad estática esta
asociada a una bifurcación. El rol de la carga lateral A2 será semejante al
de una imperfección geométrica. El valor de la carga axial dinámica puede
determinarse según lo indicado en la sección 9.3.1 utilizando como
imperfección del sistema a la carga lateral A2 —> c. La imperfección reai
del sistema aparece como un parámetro más en las ecuaciones. Las cargas
críticas dinámicas axiales se obtienen entonces nuevamente con las (9.18).
(9.19) o (9.20) de acuerdo al tipo de bifurcación, simétrica inestable,
asimétrica pura o asimétrica con coeficiente cúbico no nulo.
b) La carga asociada a punto límite es escalón - Análisis de perturbación
a partir de un punto regular: se realiza un análisis de perturbación a
partir de la posición de equilibrio estático alcanzado por el sistema baje
la carga Aj pero expandiendo con la carga A2 en forma análoga a lo
establecido en el punto 9.2.3.b. Ese análisis de perturbación queda
expresado en función de una componente escalar q elegida como parámetro de
perturbación. La comparación de (9.13) con la parte estática de la ec.
(7.11), que es
A2
k, z + kz z2 + b z3 = (9.21)
k L
permite escribir las siguientes equivalencias, en las que a la izquierda se
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denotan los símbolos usados en la ec. (9.13) y a la derecha los empleados en
la (9.21):
*2
qj -» Z; Xj% k,; A^/2 -* k2; XJ^/S! -» b; A2 -> (9.22)
it i—
La carga crítica A2D se puede aproximar utilizando la ec. (7.16) en la que
se hacen los reemplazos según (9.22) y resulta
..(2)
í
3 1
8 X»> ,
3 A2
A Í 3 )
8
'f 8 A < 2 > . o 1A 1
(1)1i 2 16 A2
1 (3) J
 A(3)
3/Z
= 1?
Í9.23)
La existencia de la carga crítica dinámica A2D queda condicionada a que
exista el punto crítico. Según lo visto en el párrafo 7.5, si el coeficiente
í 3)
cúbico es negativo, esto es, X2 < O el sistema siempre presentará un
comportamiento inestable, mientras que si es A2 > O entonces deoerá
satisfacerse la condición (7.28) que según (9.22) se escribe como
[•512 2: 9 AÍ1} AÍ3> (9.24)
Respecto al signo en la (9.23) su elección se ajusta a lo establecido en I-
Tabla 7.1 del Capítulo 7.
9.3.4 Cálculo de la Carga Dinámica Utilizando el Criterio Energético y
Técnicas de Continuación.
La aproximación para la determinación de la carga dinámica escalón
utilizando la energía potencial total se basa, como se presentara en la
sección 4.3.2.2, en la solución de las ecuaciones simultaneas (4.17-181 con
la condición de que en dicho punto se satisfaga la (4.19). La ec. (4.¡S)
establece que el punto crítico debe encontrarse sobre una trayectoria de
equilibrio estática, la (4.17) que debe anularse el potencial total, que
debido a la condición anterior, ec. (4.18), pasa por un extremo; la (4.19Í
exige que dicho extremo sea un máximo o lo que es lo mismo que la
trayectoria de equilibrio sea inestable. Se presenta una forma práctica ce
encontrar un estado que satisfaga estas condiciones: utilizando una técnica
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de continuación, sección 3.1, puede encontrarse el valor de la carga dinámi-
pa escalón recorriendo la trayectoria de equilibrio poscrítica inestable
mientras se evalúa el potencial total del sistema a fin de satisfacer la
condición sobre el valor de la energía potencial que debe interpretarse en
la siguiente forma:
a) Carga aislada: si la carga que se considera actúa en forma aislada
(axial o lateral) entonces el potencial inicial será nulo y es válida la
igualdad a cero en (4.17).
b) Interacción de cargas: interesa averiguar la carga crítica dinámica,
sea A2D, en el caso en que una de las cargas es estática (ver 4.3.2.4), sea
ésta A I ( entonces debe evaluarse el potencial total en el punto de
equilibrio alcanzado bajo la acción de la carga axial, F(QE,A1E,0.>, y cuando
se recorre la trayectoria inestable variando la carga A2, la condición que
satisface el potencial en el punto critico es
V(QD,A1E,A2D) = V(QE,A1E,0) (9.25)
En la Fig. 9.1 se ha representado la condición (9.25). El sistema alcanza la
posición de equilibrio estático (QE,A1E) por incremento de la carga axial Aj
(A2=0) y el potencial es V(QE,A1E,0). A partir de ese punto, la carga axial
V(Q,A,,A2)
QE QD Oí
Fig. 9.1 Energía Potencial Total - Interacción de Cargas.
permanece constante y se prosigue la trayectoria de equilibrio incrementando
la carga A2. Notar que el potencial de esta carga debe medirse a partir de
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la posición QE, es decir que depende del incremento Q - QE, mientras que el
de la carga axial depende de Q. Cuando la carga lateral es tal que los
potenciales cumplen la igualdad (9.25), la carga lateral A2 corresponde al
valor A buscado.
9.4 RESULTADOS NUMÉRICOS: SISTEMA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD BAJO
CARCA ESCALÓN
Se presentan a continuación algunos resultados que grafican las distintas
predicciones de cargas críticas en sistemas sometidos a la acción de cargas
escalón.
9.4.1 Modelo Estudiado y Ecuaciones Diferenciales.
La Fig. 9.2 muestra un modelo de dos grades de libertad dinámicos que
A,
I Ai
Fig. 9.2 - Modelo de dos grados de libertad.
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consta de tres barras rígidas de longitud L, articuladas y restringidas por
dos resortes flexionales Cl y C2 que se asumen lineales y dos resortes no
lineales cuya relación fuerza desplazamiento se toma en la forma
1 "1 1 "1 2 "1 3 "1
F2(Q2) = \ Q2 -f 2k2 Q2+ 2k3 Q2 (9.26)
Las constantes de rigidez k de los términos lineales se suponen positivas y
los no lineales pueden ser positivos o negativos. Este modelo aproxima el
comportamiento de una cascara cilindrica, cuyo meridiano estaría
representado por las barras rígidas y los resortes flexionales; mientras que
la acción de los paralelos está contemplada por los resortes membranales. En
concordancia con la teoría de cascaras, se suponen relaciones flexionales
lineales y membranales no lineales. El desplazamiento del modelo, Q¡( se
mide desde la posición imperfecta c Jj.
Si se adimensionalizan los desplazamientos haciendo <?¡ = Q/l y se asume que
la masa del sistema se encuentra concentrada en las articulaciones centrales
y que ml - m2 = m resultan las siguientes ecuaciones no lineales de
movimiento
f Ai 1 f Ai "í ? f AI ^ 3Q, + 3 - 2 — O, - 2 - — Qa + a, O? + b, - — O? -
I A1C J l A1C ) l A1C J
{ 13 1 Ai 1
 3 f 3 Ai -\ 2 ( 13 3 Ai 1 2Qz + 3 Q. Q2 Q2 Oí -I 12 2 A1C J 2 L 2 A1C J l 2 I 4 2 A1C J
- — e (2 gj - g2) - — f, « O (9.27)Aic Aic
Q + f 3 - 2 — ] O - f
 2 - — 1 O * a O2 * í b - — 1 Q3 -¿ \ . 1 ^ 2 I , | 1 2 "2 1 2 . I ¿\. AIC j (. AIC ; l AIC ;
r13 1 AÍ i 3 ( 3 AI ^ 2 r1 3 3 AI 1 ^ ^2O i - t - 3 Q7 Q9 - — Oí Qí 'l 12 2 AIC J l 2 A1C J J l 4 2 AIC J
A, A2 -- -
e (2 gz - gj) f2 = O (9.28)
Aic Aic
en las que se ha adimensionalizado las cargas, refiriéndolas a la carga
crítica de bifurcación correspondiente al sistema con carga axial,
A1C = 2 C/L. Adicionalmente, se adoptó una escala de tiempo 5 = LÍJ í en la
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que Wj representa la menor frecuencia natural de vibración del sistema
lineal asociado con las (9.27-28). Los coeficientes a, y b, miden la
influencia de los coeficientes de rigidez cuadráticos y cúbicos de los
resortes no lineales, ec. (9.26), según las siguientes definiciones
2.
 1 2k2 L
. a2 = -
V
2. . 3k3 L 5
b2 « + - Í9.29)
AIC 3
Finalmente notar que mientras el parámetro de carga axial A1 representa a ¡a
carga total, la carga total lateral es A2 f, donde f es el vector c'.;s
contiene {fj,f2} como componentes, e indica la proporción de carga en cada
uno de los puntos de aplicación. En forma similar, la imperfección del
sistema se controla utilizando el parámetro c y el vector de coeficientes g
de componentes <Íj/L, ^2/L}. Los detalles de la cinemática y simplifi-
caciones que conducen a estas ecuaciones se encuentran en el Apéndice D. A
partir de este modelo se presentan los siguientes ejemplos.
9.4.2 Ejemplo 1: Sistema con Carga Axial Aislada asociado a una
Bifurcación Simétrica Inestable
Si las constantes elásticas de los resortes no lineales presentan
coeficientes cuadráticos nulos, a, = O en (9.29), el sistema descripto por
las ec. (9.27-28) bajo cargas estáticas Aj presenta una bifurcación
simétrica. El diagrama de sensibilidad estático a imperfecciones puede
obtenerse a partir de la ec. (9.6) y conduce a
A? [ -2C/L3 + 3LÍ VSl] f gi + «2 1l2/3) (9.30)
A1C 4 C/L 2/(3L4)-(lk-1Aj/C
en la que resultó AWt3)= O. Por otro lado, el coeficiente de rigidez cúbico
se obtiene a partir de la ec (9.5)
b - - l/(6 L2) + (]k3 + 2k3) L2/4 (9.31)
Estos resultados, provenientes de un análisis estático de perturbaciones
permiten obtener aproximaciones (el significado de la palabra aproximación
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se amplia en la sección 9.7) a la carga dinámica escalón: en la Fig. 9.3 se
1.0
0.6
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Fig. 9.3 - Diagramas de Sensibilidad: Estático sistema real,
— Estático de Budiansky, (c) Dinámico de Budiansky.
han graficado las ecuaciones de sensibilidad a imperfecciones estáticas,
ec. (5.18), y dinámicas, ec. (5.30) provistas por el modelo de Budiansky
utilizando el coeficiente b de la (9.31) para distintos valores de la
imperfección ?. También se ha representado el diagrama de sensibilidad
estático, ec. (9.30). Entonces, para determinado valor del parámetro de
imperfección c, por ejemplo c = 0.02, se determina la imperfección del
modelo de Budiansky, ^, de tal modo que provea la misma carga estática, ver
ec. (9.8). Con este valor, se puede determinar la carga dinámica crítica
escalón. En la Fig. 9.4 se comparan los valores de cargas críticas dinámicas
provistos utilizando este esquema para un sistema que presenta dos tipos de
imperfecciones. Los resultados son comparados con los que resultan de
utilizar una técnica numérica según lo visto en 9.3.4. Los resultados más
exactos corresponden a los obtenidos utilizando aproximaciones numéricas
para evaluar la energía potencial total del sistema. Utilizando el esquema
de cálculo según los pasos graneados en la Fig. 9.3 se han obtenido dos
aproximaciones: una se basa en la curva de sensibilidad del sistema real,
en Fig. 9.3, que resulta de una aproximación por perturbaciones y otra
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en la que la curva de sensibilidad se obtiene por técnicas numéricas. Los
1.0
ID
0.9-
0.8-
0.7-
0.6
O
g-d
0.01 0.02 0.03 0.0íf 0.05
Fig. 9.4 - Carga Axial Dinámica; — Energía Potencial Total;
- Sensibilidad: Perturbaciones, —- Continuación.
mejores resultados corresponden a este último caso. Notar que el esquema de
la Fig. 9.3 debe interpretarse como un paso intermedio en la obtención de
las relaciones AD = AD(AS) entre la carga crítica dinámica axial y el
correspondiente valor estático; ver ec. (5.31), Í5.32) y (5.39)
correspondientes a sistemas con términos no lineales cuadráticos, cúbicos, y
cuadrálicos-cúbicos. Si bien en los casos en que el sistema presenta una
bifurcación asimétrica pura, ec. (5.31) o una simétrica inestable, ec.
(5.32), las relaciones AD = AD(AS) no dependen explícitamente de los
coeficientes a o b, deberá realizarse un análisis que permita distinguir si
el sistema se corresponde con alguno de estos comportamientos. Cuando el
sistema presente bifurcaciones con términos cuadráticos y cúbicos, deberán
determinarse los coeficientes a y b a partir de las (9.5) si es que se desea
utilizar directamente la (5.39).
9.4.3 Ejemplo 2: Sistema con Interacción de Cargas. Carga Lateral
Dinámica. Perturbación desde un Punto Regular
En la Fig. 9.5 se han representado los resultados basados en la ec. (9.23)
obtenida mediante una técnica de perturbación a partir de un punto regular
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de equilibrio y los resultados del cap. 7, Comparados con los valores
obtenidos utilizando la energía potencial total, los resultados muestran muy
A2
0.8
0.6
0.4-
0.2-
0.0
O 0.1 02 0!3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
A,/Aic
Fig. 9.5 - Interacción de Cargas: Lateral Dinámica y Axial Estática:
— Energía Potencial Total; Perturbaciones.
buena aproximación. El modelo utilizado posee las mismas características
elásticas del ejemplo anterior, ka = \3 = -25; la imperfección e = 0.002,
g = (U) y / = (l.O).
Aproximaciones a los desplazamientos dinámicos máximos estables del
sistema pueden obtenerse utilizando la ec. (7.15) haciendo las sustituciones
según las equivalencias en (9.22) que conducen a
- 16
\f '
(9.32)
en la que q1H representa el valor máximo del desplazamiento de la coordenada
ql medida a partir de la posición de equilibrio E. Los desplazamientos
máximos de las otras coordenadas se obtienen utilizando la ec. (3.13)
i = 2,3,...n (9.33)
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en la que los coeficientes q" ,q¡2 y q, ' se determinan a partir de las
ecuaciones (3.16) a (3.19). La Fig. 9.6 muestra los desplazamientos máximos
Q1H y ^2H> correspondientes al mismo modelo utilizado en la Fig. 9.5 y
Aj = O, obtenidos por aplicación de (9.32) y (9.33), comparados con los
obtenidos utilizando la energía potencial total.
QiH
0.300
0.246-
0.192-
0.138
0.084-
0.003
QIH
.' i
O 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
A2D/A2C
Fig. 9.6 - Interacción de Cargas: Desplazamientos Máximos
— Energía Potencial Total; Perturbaciones.
Es interesante observar el comportamiento del sistema para cargas próximas
superiores a la carga crítica obtenida utilizando la energía potencial
total. La Fig. 9.7 muestra los desplazamientos <?i(t) y Q2(t), obtenidos por
integración numérica de 'las ecuaciones (9.27-28). para valores de la carga
^2D Superiores a la carga dinámica teórica (A-jn/Ajc - O.7O42O18). En las
figuras se han representado también los desplazamientos máximos admisibles.
Pueden extraerse las siguientes conclusiones:
a) a medida que la carga toma valores más próximos pero superiores al
teórico, el sistema tarda más tiempo en alcanzar el movimiento de escape;
b) el movimiento muestra un comportamiento caótico;
c) antes de iniciar el movimiento inestable, cada grado de libertad puede
igualar o sobrepasar su desplazamiento máximo siempre que el otro no se
encuentre en una situación análoga.
En este punto, es oportuno presentar un criterio, propuesto por Kounadis y
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Raftoyiannis (1991), para la determinación de la carga dinámica escalón crí-
O 10 20 30 O 10 20 30 40 50 60
T T
A2/A;C = 0.715161
O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Fig. 9.7 Comportamiento Previo a la Pérdida de Estabilidad
tica en sistemas de múltiples grados de libertad. De acuerdo a estos
autores, la carga crítica no puede preveerse con criterios basados en la
energía potencial total del sistema, que proveería un límite inferior, sino
que se hace necesaria la integración numérica de las ecuaciones que
gobiernan el movimiento:
"Supóngase un sistema de múltiples grados de libertad sometido a carga
escalón. Si los valores de la carga A son suficientemente pequeños, cada
) (QV - QVÍ (V¿b)nlA + (¿b - <b) (V¿b)iA + (
ugisusdx» aiuamSis ej
E6C'6) O
 a
 (V'bj'A
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D r
en la que Vj (q j ,A D ) representa la derivada parcial respecto a la
coordenada i y V (q l tAD) la derivada respecto al parámetro de carga,
(conforme a la notación introducida en el cap. 3). Teniendo en cuenta las
Q¡ OA
cu-
no O 0.1 0.2 03 0.4Q¡
70
Fig. 9.8 - Comportamiento Inestable: (a) Desplazamiento vs tiempo;
(b) Diagrama de fase; (cj velocidad de fase.
ec. (9.38) y (9.39) y la desigualdad (9.37J y que V l l ](q?,AD) < O result;
que
AD > AD (9.41)
Capítulo 9 en Sistemas de Múltiples Grados de Libertad n
por lo que la carga dinámica exacta resulta superior a la provista por el
. 1
método basado en la energía potencial .
En la Flg. 9.8 se muestran distintas perspectivas de los últimos instantes
de la respuesta inestable del sistema representado en la Fig. 9.7.d. En la
Fig. 9.8.a se reproduce el desplazamiento en función del tiempo, mientras
que en la Fig. 9.8.b se ha graficado, para los mismos instantes, el
comportamiento en el plano de fase de los dos grados de libertad. Por
último, la Fig. 9.8.C muestra la velocidad de fase ^, según su definición en
la ec. (9.35). De la observación de esta figura, no parece evidente que se
pueda inferir el inicio de la inestabilidad utilizando el criterio Í9.36) o
suponiéndolo válido, se concluiría que la coordenada Qz sería la que inicia
el escape ya que es la que presenta menor velocidad en el instante previo c.i
movimiento de escape, pero inmediatamente surge la pregunta: por que no
ocurrió antes si para tiempos menores también existen valores de ^  menores
que el último?. Se puede inferir sin embargo algo que está de manifiesto en
los tres gráficos: el sistema antes de iniciar el movimiento de escape,
oscila (con ambas coordenadas) alrededor de la posición de equilibrio
estático provista uti-lizando el criterio basado en al energía potencial
total. Esto se aprecia mejor en sistemas en los cuales los desplazamientos
críticos (Q1H, (?2H) están más próximos como se muestra en la Fig. 9.9, en la
que se ha graficado un sistema que parte de una posición de equilibrio
estático debida a la carga axial A: (Ai/Aic = 0.4969, O* = 0.036, QZ =
0.0146) y en el que la carga lateral A2 es negativa, f = (-1,0).
= 0.333831
Qi
Ai/Aic =0.332961
O 2 k 6 8 10 12 O 2 4 6 8 10 12 14 16 18
T r
Fig. 9.9 - Comportamiento Inestable: Carga Lateral Dinámica
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Finalmente, en la Fig. 9.10 se ha representado el tiempo en que tardó en
manifestarse el comportamiento inestable para las distintas cargas dinámicas
' 100
80
60
. 40-
20
n.
'
Límite
.inferior
*^ "^  i
L
0.7 0.704 0,706 0.712 0.716 0.72
A2/A2C
Fig. 9.10 - Determinación de la Carga Dinámica por Integración
Numérica de las Ecuaciones Diferenciales
adoptadas en la Fig. 9.7 junto con el valor provisto por el criterio basado
en la energía potencial total. Este gráfico muestra:
a) que pequeños cambios en la carga producen grandes cambios en el tiempo en
que tarda en escapar el sistema y la conclusión de que si la carga crítica
dinámica se determina en forma numérica, debe asumirse el valor exacto como
un límite que se manifiesta por la presencia del escape del sistema para
valores decrecientes de la carga y crecientes del tiempo. En dicho proceso
se observa que a medida que el tiempo de escape aumenta la velocidad de fase
«j (ec.9.35). de todos los grados de libertad tiende a cero. Siendo aun más
restrictivos se podría afirmar que ni aun en sistemas de un grado de
libertad (en los cuales se supone válido el criterio energético) puede
determinarse por integración numérica el valor de la carga crítica exacta,
salvo que el tiempo de integración sea infinito f io cual es consistente con
la carga que se analiza): esto se debe a que en dicho límite, el sistema se
encontrará en un punto de equilibrio (q - q ~ O}; entonces ¿como acercarse a
un punto y simultáneamente que la velocidad y aceleración tiendan a cero7
b) que, y en coincidencia con lo sostenido por Raftoyianr.is y Kounadis, la
carga crítica dinámica obtenida por el criterio energético es un límite
inferior del valor determinado por integración de las ecuaciones
diferencisíes Ests dif srcr.^is d*5iniíí i iv£ 12 msdids en cus ¡ss condicicncs
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de simetría y carga hagan comportarse al sistema como un modelo de un grafio
de libertad. La causa de esta diferencia es la no satisfacción de la
condición T = O y será discutida en la sección 9.7.
9.4.4 Ejemplo 3: Interacción de Cargas - Verificación de las Condiciones
de Inestabilidad
Uno de los aspectos en los que se puso énfasis en el cap. 7 fue en la
determinación de las condiciones que debía satisfacer el sistema para
presentar un comportamiento inestable. Para carga escalón esta condición,
(7.28), se convierte en la (9.24) asumiendo que el comportamiento se aprcxi-
A
0-1
0.06 -
0.06-
0.04
002-
0.0
0.4 0.6 0.6 0.7
Fig. 9.11 - Interacción de Cargas:
' perturbaciones; — aprox. numérica.
ma utilizando la teoría de perturbaciones. En la Fig. 9.11 se presenta el
diagrama de interacción de cargas, para carga lateral estática y dir.árr.ita,
para un sistema que bajo carga axial estática muestra una bifurcación
asimétrica (a < O) con coeficiente cúbico positivo (b > O). Los coeficientes
1 1 2
cuadráticos y cúbicos se han elegido de tal modo, ( k2 =Tc2 = -8.5, k3 = k3
= 25) que el sistema no presenta inestabilidad hasta que la carga axial
alcanza un valor mínimo (ver Fig. 7,3). Los resultados obtenidos utilizando
las ec. (9.16-9.17), para carga lateral estática, y las ec. (9.23-9.24),
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para carga lateral dinámica, comparados con las cargas críticas obtenidas
utilizando técnicas de continuación (A2S) o el criterio energético (A^),
muestran buena coincidencia; pero la carga axial A: mínima necesaria que
garantiza un comportamiento inestable, previstas al utilizar las condiciones
(9.17) o (9.24), resulta ser menor que la necesaria para que se presente un
comportamiento inestable estático o dinámico. En la Fig. 9.12 se ha
graficado la respuesta en el tiempo para un valor particular de la carga
axial (A1S/A1C ~ 0.63842) para el cual la carga lateral dinámica resulta
A2D = 0.7922301E-2. Para valores menores ÍA2 = 0.792E-2 en la Fig. 9.12) el
120 140
Fig. 9.12 - Interacción de Cargas - Desplazamientos en el tiempo.
sistema presenta oscilaciones próximas pero inferiores a los desplazamientos
máximos (Q1H = 0.83588E-1, C2H = 0.67719E-1) previstos utilizando el
criterio basado en la energía potencial total. Para valores de la carga
lateral superiores (A2 = 0.008 en la Fig. 9.12) el sistema presenta un
movimiento inestable pero acotado, a diferencia de los modelos con
coeficientes cúbicos negativos en los que el sistema se aleja
indefinidajnente.
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9.4.5 Ejemplo 4: Interacción de Cargas - Aproximaciones de ia Carga
Dinámica Lateral utilizando Perturbaciones desde el Punto Crítico
En los apartados 9.3.1 y 9.3.3 se han presentado dos esquemas de
predicción de la carga dinámica crítica en conjunción con la leería de
perturbaciones: a) cuando la carga dinámica es axial, se utilizan los re-
sultados de Budiansky (1967) y EHshalcoff (1980) en los que se reemplazan
los coeficientes que propone la teoría de perturbaciones en una expansión a
partir del punto crítico de bifurcación: b) Cuando la carga dinámica es
lateral, se propone utilizar los resultados del cap. 7, planteando una
equivalencia entre los coeficientes y variables de las ecuacioíies del mócela
de un grado de libertad y los que resultan de la teoría de perturbaciones a
partir de un punto de equilibrio regular.
Si en una trayectoria asociada con un punto limite se expande a partir del
punto crítico se obtiene también una ecuación de la forma de la ec.(9.4);
entonces, si la misma expresión puede pertenecer a bifurcaciones o puntos
límites, la cuestión que se plantea a continuación es: ¿ es posible
aproximar la carga dinámica para un sistema que cargado estáticamente
presenta un punto límite utilizando las aproximaciones de las secc. 9.3.1 ó
A2D
A2C
1.0
0.8
Oj6-
OA-
0.2
0.0
O 0.2 OA 0.6 OB I
AI /A1C
Fig. 9.13 - Interacción de Cargas: Lateral Dinámica y Axial Estática:
— Energía Potencial Total; Perturbaciones.
-•- Aproximación propuesta en el Ejemplo 4.
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9.5 CARGAS IMPULSIVA Y RECTANGULAR
Básicamente, la determinación de las cargas críticas impulsivas involucra
determinar la existencia de puntos críticos, asociados con un máximo cié la
energía potencial (ver secc. 4.3.2.1), y la energía necesaria para
alcanzarlos medida a partir de una posición de reposo inicial. El valor de
la carga, según el criterio energético, que hace que el sistema alcance este
nivel de energía se denomina carga crítica. En lo que sigue se desarrollan
estos tópicos utilizando técnicas numéricas convencionales y aproximaciones
basadas en la teoría de perturbaciones combinada con los resaltados del cap.
7.
9.5.1 Relación entre los Puntos Críticos y la Trayectoria cié Equilibrio
Estático
a) Cargas aisladas: en el análisis de sistemas bajo la acción de cargas
estática (Al) y dinámica rectangular ÍA2), sección 7.6.2, se concluye que el
lugar de los desplazamientos críticos se sitúa en las trayectorias
inestables del diagrama Aj-£ obtenido de un análisis estático. Esto permitía
en consecuencia establecer el nivel mínimo de la carga axial ^ que
garantizaba un comportamiento inestable observando s¡ a ese nivel de carga
A¿,V
Fig. 9.14 - Trayectorias de Equilibrio y Energía Potencial
coexistían la trayectoria estable con la inestable. Este hecho es una
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particularización de un comportamiento más general que permite encontrar en
forma sencilla el desplazamiento crítico asociado con el potencial del
sistema sin carga. Debido a que el potencial del sistema sin carga en el
punto crítico pasa por un máximo, deben satisfacerse las siguientes
condiciones
'A=o = O A=o < O (9.44)
que son propias de una trayectoria de equilibrio inestable y esto nc depende
de la carga que pueda admitir ei sistema (siempre que se consideren actuando
en forma aislada) debido a la condición A = O.
Como ejemplo, en la Fig. 9.14 se muestran las trayectorias de equilibrio
estático de la ec. (7.2) particularizada para que bajo carga axial presente
una bifurcación simétrica inestable
( 1 - Aj) - A2 = O
cuyo potencial sin carga es
1 2 b 4v<c) - - e + - e2 4
(9.45)
(9.46)
Se observa que si bien el sistema muestra distintos comportamientos (bifur-
o
Fig. 9.15 - Interacción de Cargas: Determinación de Puntos Críticos
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caciones o puntos límites), la intersección de las trayectorias inestables
del sistema pasan todas por el mismo punto en que el potencial del sistema
sin carga (9.46) se hace máximo.
Se puede agregar que este punto puede no ser el único. Una forma de
verificarlo sería analizar el comportamiento utilizando incrementos
negativos de la carga lateral.
b) Interacción de cargas estática y dinámica: el análisis anterior puede
extenderse al caso en que el sistema se encuentra en reposo en ia
trayectoria estable alcanzada bajo la acción de una carga, sea AI( y actué
una carga dinámica, p.ej. A2. El punto crítico puede establecerse, ver
Fig. 9.15 trazando la trayectoria de equilibrio A2í^) a partir del punto de
equilibrio (£ ,Aj); cuando la carga lateral vuelva a anularse, el sisterr.a se
encontrará sobre una de ia trayectorias críticas inestebles del sistema
Aj-C- Como se estableciera en la sección 7.6.2, la energía que debe
£ E Eproveerse al sistema es la diferencia AV = V(^c,hl) - V(% .A^ entre las
energías correspondientes al punto crítico y el punto de equilibrio inicial.
9.5.2 Previsiones del Punto Crítico utilizando Técnicas de Perturbación
Debido a que los puntos críticos pertenecen a trayectorias de equilibrio
inestables, ver condiciones (9.44), puede preveerse su existencia y valor a
partir de la teoría de perturbaciones
a) Carga axial aislada:
La ecuación (9.4) muestra que el sistema presentará puntos críticos bajo
carga impulsiva si la expansión a partir del punto crítico corresponde a
alguno de los casos siguientes
bifurcación simétrica - > xjl) = O X¡2) < O (9.47)
bifurcación asimétrica - > x[" < O \[2) í O (9.4S)
bifurcación asimétrica - » A¡1} > O X¡¿) < O (9.49)
mientras que si la bifurcación asimétrica está caracterizada por la relación
/' \ t *)\
bifurcación asimétrica - > \\ < O X¡ > O (9.50)
deberá satisfacerse la condición que surge de exigir que el vértice de la
parábola, ver la Fig. A.2 en el Apéndice, tenga ordenada nula es decir
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a2 * 4 6 que junto a las (9.5) conduce a
(i) Í2)
Í9.51)
Aproximaciones de las coordenadas de los puntos críticos se obtienen
utilizando las expansiones (3.13) siendo el valor que toma en cada caso la
coordenada de perturbación qt los siguientes:
bif. simétrica ( A"' = O ; A¡2) < O )
!Í
ql =
2 Are
(2J
1/2
...
. a^uucu ¿i»
bifurcación
,.--
i V A, v u ; A, - u; # q, — -
Aíl)i
(1) (E)
asimétrica ( Aj * 0 ; Aj * 0 ) :
A(1)i
A(2)
Ai
A(2)L l >
2
 2 A1C '
AÍ2)J j
1/2
E9.52)
(9.53)
C9.54)
que resultan de resolver la ec. (7.2) con (í- = Aj = A2 = O) y utilizar las
ec. (9.5).
b) Carga lateral aislada:
Bajo carga lateral estática el sistema presenta un comportamiento de punto
límite. En tal caso el tratamiento puede realizarse perturbando desde el
punto crítico o desde la posición inicial de equilibrio (ver Ja sección
siguiente). Si se considera la primera opción, la trayectoria postcrítica
queda descripta por la (9.4) en la que el coeficiente del término lineal es
nulo, por la ec. (3.22), y el coeficiente del término cuadrático se calcula
utilizando la ec. (3.28); esto significa que el sistema presentará un
comportamiento inestable sólo sí
i?;
'ic
< O (9.55)
El incremento de la variable de perturbación que lleva al sistema al punto
crítico se obtiene de ia ec. (9.52).
c) Interacción de cargas estática (A}) y dinámica (A7):
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La presencia de la carga axial, según lo visto en la sección 17.55,
modifica las condiciones de existencia de puntos críticos debido a que estos
se corresponden con las trayectorias inestables de equilibrio en el plano
carga-desplazamiento. De la condición (7.28), teniendo en cuenta les
equivalencias (9.22) resulta la siguiente
3 (A<2))2 * 8 X«» 4" (9.56)
y el incremento de la coordenada de perturbación, a partir del punto regular
de equilibrio alcanzado bajo la acción de la carga axial se obtiene de
(7.18) en conjunción con (9.22)
3 X(2)2
o = _
Mi P
- ,
*- Aj
3 XU) -i 2 6 x;11 ^
-.
2
(9 57)\ -» « %** * /
La ec. (9.53) permite encontrar, utilizando las ecuaciones de perturbación
(3.13) una aproximación a la energía potencial correspondiente al punto
crítico. Entonces, la cantidad de energía que puede proveer la carga
transitoria A2 (rectangular o impulsiva o cualquier carga de corta duración)
se expresa como
AVC = V(QE+qR,A^ - V(QE,A*) (9.58)
en la que qR se obtiene utilizando la (9.57) y las (3.13). En la Fig. 7.6,
el término V(Q ,Aj) se ha indicado como ¿V y en los casos en que se
considera la acción de una única carga, este término es nulo,
En la medida en que no se tenga una buena aproximación de los
desplazamientos críticos, -y poseyendo la energía exacta un máximo en dicho
punto, la ec. (9.58) dará un valor menor que el exacto; entonces las cargas
críticas obtenidas según se presenta a continuación serón menores que las
calculadas con un AVC exacto.
Por último, cabe recordar, que ya sea que se utilice una técnica de
continuación o una aproximación vía perturbaciones, por cada punto crítico
existirán valores positivos y negativos de cargas impulsivas laterales que
lleven al sistema a un comportamiento inestable, lo cual fue mostrado en la
sec. 7.6.2.
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9.5.3 Determinación de Cargas Críticas
• ' En lo que 'sigue se asume que AVC representa la cantidad de energía que el
sistema puede asimilar para alcanzar la condición crítica. Esta energía es
provista por las cargas externas de tal modo que se distinguen los
siguientes casos:
a) Carga impulsiva:
Considérese un sistema que se encuentra en reposo en una posición de
equilibrio estable E y que es sometido a la acción de una carga impulsiva.
En el caso más general en que actúa una carga estática Aj y una carga
dinámica A2 se tiene
M q + grad V(QE,e,AE) = A2 f ó(t) (9.59)
en la que 6(t) representa la función delta de Dirac, A2 el parámetro que
representa el impulso y f un vector de coeficientes constantes que mide la
participación de la carga en cada uno de los grados de libertad dinámicos.
Integrando la ec. (9.59) en el tiempo y tomando límites en forma similar a
lo hecho en la sección 6.3.3 se pueden obtener ias velocidades al finalizar
el impulso resolviendo el sistema
M q = A2 f (9.60)
La energía cinética alcanzada en ese instante se expresa como
T(0+, = - f?z fT M"T f (9.61)
y el impulso crítico resulta de igualar la ec. (9.61) con la energía crítica
(9.62)
L fT M-T f .
b) Carga rectangular: en este caso el trabajo de la carga, que se expresa
como —
T = < A2 f, qít) > O í t s T (9.63)
en la que T indica el tiempo de duración de la carga rectangular de amplitud
A2 y distribución f, debe igualar la energía potencial crítica AVC
< A2D f, q(t) > = AVC (9.64)
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Para evaluar el primer miembro en (9.64) es necesario conocer ei
desplazamiento del sistema en el instante en que finaliza la cargo
rectangular por lo que debe integrarse la ecuación diferencial de movimiento
aunque sólo durante el tiempo en que dure la carga.
9.6 RESULTADOS NUMÉRICOS: SISTEMA BAJO CARGAS IMPULSIVAS
Se presentan a continuación algunos resultados numéricos que ilustran el
comportamiento del sistema de dos grados de libertad de la Fig. 9.2 cuando
la carga dinámica lateral es impulsiva ideal.
9.6.1 Ejemplo 5: Interacción de Cargas - Carga Lateral Dinámica -
Influencia de la Distribución de la Carga - Imperfección Simétrica
Se analiza el comportamiento de un sistema imperfecto (c = 0.05,
gT = (1,1)) que inicialmente se encuentra en reposo en un punto de
equilibrio, de coordenadas <?1E = Q2E = 0.021, alcanzado bajo la acción de la
O 0.2 0.4 0.6 O.B
Fig. 9.16 Influencia del Vector de Distribución f en
el Impulso y Velocidades Críticas.
carga axial estática, A/A1C = 2.9416E-1, similar a lo graficado en la
Fig. 9.15. El comportamiento estático del sistema perfecto bajo carga axial
esta asociado con una bifurcación simétrica inestable siendo los
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coeficientes de rigidez no lineal adoptados k3 = Tc3 = -25. La energía po-
Q
C / A2= 0.33051 "
-0.1
Fig. 9.17 Comportamiento Estable e Inestable bajo Cargas
Impulsivas para fT « (1,1), (1,0.6) y (1,0)
Capítulo 9 en Sistemas de Múltiples Grados de Libertad
tencial crítica AVC se encuentra según la ec. (9.58) como diferencia entrs
las energías potenciales del sistema en el punto üe equilibrio ubicado y/¿- :
la trayectoria inestable para el mismo nivel de carga, y coordenadas
QÍC - C2c * 0.228225, resultando AVC = 0.0273094. Esta energía se provee al
sistema a través de la carga lateral impulsiva A2 f. Entonces, interesa
conocer los cambios en el comportamiento del sistema que ocasionan las
variaciones en el vector de distribución f. En ia Fig. 9.16,a se muestra la
dependencia del impulso crítico A2D, ec. (9.62), para variaciones de la
segunda componente, f2, del vector f, mientras la primera permanece
constante, f j « 1; y la Fig. 9.16.b muestra los cambios correspondieres en
las velocidades de cada grado de libertad alcanzadas ai finalizar e; ;:r.pu;so
y obtenidas a partir de la ec. (9.60). Estos valores garantizan que el
sistema reciba siempre una energía AVC. En Ja Fig. 9.17 ss presenta el
comportamiento del sistema en el tiempo para valores de f2 » 1. 0.6 y O.
Utilizando los valores que provee la Fig. 9.16.0 ei sistema presenta, en
todos los casos, un comportamiento estable pero a medida que f2 —* O se
observa un alejamiento de los desplazamientos máximos de los
correspondientes (en este ejemplo coincidentes) valores críticos. Para que
1.3
1.00
O 0.1 0.2 0.3 OA 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fig. 9.18 Relación entre el Impulso Crítico real y el
que provee el criterio energético.
el sistema presente un comportamiento inestable es necesario aumentar el
impulso aplicado por encima de los valores teóricos de la Fig. 9.16.a. En la
Fig. 9.18 se muestra la relación A2R/A2D enlre el i-Pulso real Que lleva al
sistema a un comportamiento inestable y el teórico resultando valores en los
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que prácticamente coinciden los valores teóricos con los reales, f2=l, hasta
resultados que muestran diferencias superiores a 25%, f2 = 0. En el primer
caso, y debido a la simetría tanto de Ja imperfección como de la
distribución del impulso, el sistema se comporta como un modelo de un grado
de libertad, es decir Q^ = Q2, y existe entonces "coindencia" entre el
"modo" en el que el sis Lema alcanza la posición crítica y el "modo estático"
que la caracteriza. En los casos en que el impulso crítico teórico se aplica
en forma asimétrica, se exitan modos asimétricos, y aunque el sistema posea
un nivel energético total igual al crítico, las amplitudes de la oscilación
se alejan de la posición de equilibrio inestable. Como por hipótesis el
sistema es conservativo, se concluye que la única forma de alcanzar la
posición de equilibrio inestable sería que los "modos" asimétricos cedieran
su energía al "modo" simétrico. En sistemas lineales esto no es posible por
la ortogonalidad de los modos. Pero suponiendo que la no línealidad
permitiera tal transferencia, este reordenamiento significaría pasar desde
un estado de menor a uno de mayor orden, situación que no parece muy
probable.
9.6.2 Ejemplo 6: Interacción de Cargas - Carga Lateral Dinámica -
Comportamiento con distribución Asimétrica de la Imperfección
Con el propósito de analizar la influencia de imperfecciones asimétricas,
se presentan los resultados obtenidos en el caso en que la imperfección es
e = 0.05 y gT = (1,0) . El sistema se encuentra en reposo sobre la trayecto-
U
0.2 0.4 0.6 0-6
Fig. 9.19 Relación entre el Impulso Crítico real y el
que provee el criterio energético.
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ria primaria caracterizada por los siguientes valores A1/A1C * 0.35 ; Q1E «
0.20199E-1; Q2£ = 0.68848E-2. El sistema perfecto presenta bajo carga axial
un comportamiento estático idéntico al anterior. El valor de los
desplazamientos críticos resultan Q1C = 0.2334S y Q2C = 0.20943 y la
energía potencial crítica es AVC = 0.0262746. El comportamiento cualitativo
del sistema prácticamente no cambió siendo la relación entre el impulso real
y el previsto según el criterio energético la que se ilustra en la Fig.
9.19. En la Fig. 9.20 se muestran varias respuestas inestables para el caso
10 15 20 2o 30
15 20 25 30 35 40
Fig. 9.20 Comportamientos Inestables bajo Cargas Impulsivas
en que ^ a (1,0.7) que reflejan el hecho de que la carga crítica obtenida
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por integración numérica debe entenderse como un límite necesario para que
sistema alcance una posición de equilibrio inestable. Como
simultáneamente esto significa un aumento del tiempo de integración, se
entiende que los resultados presentados en las figuras 9.18 y 9.19 se
obtuvieron por prueba y error asumiendo cierta tolerancia en los mismos.
9.6.3 Ejemplo 7: Cargas Críticas Superiores en la Dirección (1,1)
Para cada posición de equilibrio estable en la que se encuentra el
sistema, se pueden definir tantas cargas críticas impulsivas como máximos
presenta la energía potencial alrrededor de dicho punto. Este ejemplo y el
siguiente grafican la pérdida de estabilidad según las energías y
desplazamientos críticos asociados con trayectorias de equilibrio vecinas a
la posición de equilibrio en la que se encuentra el sistema. Se considera el
mismo sistema analizado en el ejemplo anterior en reposo en el mismo punto
de equilibrio. Como el sistema perfecto bajo carga axial estática presenta
una bifurcación simétrica inestable el sistema imperfecto poseerá una
trayectoria inestable, ver Fig.7.5.b, a la que no puede accederse por
técnicas de continuación de la trayectoria primaria. En tal caso, puede
utilizarse la carga lateral actuando en forma estática con fT = í-1,-1). Se-
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Fig.9.21 Cargas Críticas Impulsivas Superiores.
gún se explicara en el punto 9.5.1 cuando la carga lateral se anule, el
sistema habrá alcanzado el punto crítico cuyas coordenadas resultan
P1C = -0.221488, Q2C » -0.248248. La energía crítica es ¿Vc = 0.0422603
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resultando un 607. superior que la anterior. En la Fig. 9.21.a se ha
graficado la respuesta del sistema para un impulso igual al crítico, que no
fue suficiente para transponer la posición de equilibrio inestable de mayor
energía; en consecuencia el sistema escapa a través de la posición de
equilibrio de menor energía. Al incrementar el valor del impulso crítico,
Fig. 9.21.b, el sistema cruza la posición de mayor energía.
9.6.4 Ejemplo S: Cargas Críticas Superiores en la Dirección (1,-D
El ejemplo anterior mostró el comportamiento de un sistema imperfecto
cuyos puntos críticos pertenecen a trayectorias inestables que si bien son
distintas en el modelo imperfecto, se confunden en una sola cuar.co el
sistema es perfecto o en otras palabras ambos puntos críticos se encuentran
en una dirección cercana a la dirección Ql-Q2~^- P°r e' contrario, el
ejemplo que se muestra a continuación presenta un punto crítico en la
dirección Qj«l, 02=~1: el modelo de la Fig. 9.2 presenta bajo carga axial,
como se muestra en el Apéndice D, dos cargas críticas de bifurcación por las
cuales pasan dos trayectorias de equilibrio. Se considera entonces el
comportamiento del sistema bajo carga impulsiva lateral con carga axial nula
3.0
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0.0
CL-CL \
\
B\
O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Q¡ --:.._
Fig. 9.22 Carga Impulsiva - Determinación de Puntos Críticos
Los puntos críticos se encuentran utilizando la carga lateral con fT = (1,1)
que conduce al punto crítico indicado como A (Q\r-Q2c~ 0-225494) en la
Fig.9.22 que pertenece también a la trayectoria de equilibrio que pasa por
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el punto de bifurcación de menor carga axial. En forma similar, si se
utiliza la carga lateral con una distribución fT * (1,-1) se encuentra el
punto crítico B de coordenadas QlC= -Q2C - 0.674199 que pertenece a la
trayectoria inestable que pasa por el punto de bifurcación de mayor carga
axial. La energía necesaria para alcanzar el punto A es AVC = 0.05084 y la
= 2.132
= 2-1320
10
Flg. 9.23 - Carga Impulsiva - Comportamiento Inestable
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necesaria para alcanzar el punto B es AVC = 2.272727. Cuando se aplica un
impulso crítico que posee este nivel energético, el sistema oscila próximo a
las posiciones críticas pero al ser insuficiente la energía "escapa" según
la dirección Q^^l, mientras que para valores ligeramente superiores, e!
sistema presenta un comportamiento inestable pasando por el punto B.
9.7 CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES
En el presente capítulo se ha tratado el comportamiento de sistemas de
múltiples grados de libertad sometidos a la acción de cargas impulsivas
(escalón, impulsivas ideales y rectangulares) tanto en sistemas con un
comportamiento estático asociado con bifurcaciones (carga axial) como con
puntos límites (carga lateral). Aunque el planteo es general, los resultados
hacen hincapié en el tratamiento de sistemas con cargas estáticas axiales y
laterales dinámicas. El objetivo particular ha sido tratar de extender los
resultados del capítulo 7, es decir, la posibilidad de poder representar un
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la (9.65) en donde estas condiciones implican que
q = q = O (9.67)
O sea, que tanto las velocidades como las aceleraciones deben ser nulas. La
forma más directa de realizar tal confirmación es recurrir a una integración
numérica. Cuando se realiza tal tarea se observa que a medida que la carga
aplicada tiende (<iesde valores de la carga superiores, A > AD) a la carga AD
que provee las (9.65), el tiempo de integración aumenta lo cual resulta
consecuencia de las (9.67) que significan avanzar y hacerlo con velocidad
que tiende a cero. Surge entonces la conclusión de que numéricamente la
carga crítica debe entenderse (para sistemas que claramente presentan un
comportamiento inestable) como un límite al cual tiende la carga (desde
valores superiores) cuando, mostrando un comportamiento inestable, el tiempo
para el cual se manifiesta dicho comportamiento tiende a infinito. Esto no
significa que la carga (/!„) asi establecida ha de garantizar que se cumplan
las (9.67) o sea: no puede asegurarse la igualdad A^, = AD, es más, los
resultados de Kounadis y Raftoyiannis Í1991) muestran que si no se cumplen
las (9.67) entonces resulta A^, > AD. Esta conclusión, importante porque
garantiza que el criterio basado en las (9.65) es conservativo, es
indiscutible. Sin embargo el criterio que establecen estos autores, de
observar la satisfacción de la condición (9.67) en una de las coordenas es
discutible a la luz de los resultados numéricos (ver ejemplo 2) que muestran
que todas las coordenadas tienden a una condición de reposo (aunque es
díficil garantizar que alguna coordenada la satisfaga exactamente). Se ha
respondido a la primera pregunta: el criterio basado en la energía potencial
provee un valor mínimo más abajo del cual el sistema no presentará
comportamiento inestable. Dejaremos como pendiente la segunda hasta hacer
algunas consideraciones sobre las cargas impulsivas.
b) Cargas impulsivas: el criterio energético establece que la carga crítica
se alcanza cuando esta es capaz de ceder al sistema una cantidad de energía
igual a la necesaria para que la energía potencial del sistema sin carga
alcance un máximo, es decir, se satisfagan las condiciones
V.(Q )| = 0 ; viiíQ í < O (9.44)
De la comparación entre (9.44) y (9.65) surge que ambos puntos pertenecen a
una trayectoria de equilibrio inestable pero mientras en el caso de la carga
escalón la carga debe estar presente cuando el sistema alcanza el
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proximidades de los puntos críticos.
9.5.2 Objetivos Particulares: Aplicación de la Teoría de Perturbaciones
para Aproximar Cargas Dinámicas
a) Carga Escalón: si se acepta que el criterio energético provee una muy
buena aproximación de la carga dinámica escalón o en otras palabras que el
comportamiento puede ser analizado en forma algebraica se consideran los
siguientes aspectos:
1) Para sistemas bajo carga axial dinámica (sistemas perfectos asociados con
bifurcaciones) es de interés mostrar cómo utilizar los resultados ya
existentes en la literatura. Las ecuaciones fueron presentadas en el cap. 5
y permiten evaluar cargas dinámicas en dos formas: la primera consiste en
utilizar las ec. (5.29), (5.30) y (5.38) que representan bifurcaciones
asimétricas (a o O, b = 0)t bifurcaciones simétricas inestables
(a ~ O, t> < 0) y bifurcaciones asimétricas con no linealídades cubicas
(a o O, b <> O) respectivamente. Estas ecuaciones proporcionan directamente
el valor de la carga dinámica pero se requiere conocer los coeficientes a
y/o b y el valor de la imperfección £ del modelo de un grado de libertad. La
teoría de perturbaciones, presentada en el cap. 3 permite encontrar los
coeficientes (a y b) a partir de los puntos críticos de bifurcación,
ec. (9.5), perturbando el sistema perfecto; mientras que la relación entre
la imperfección real c del sistema y la del modelo de un grado de libertad,
f, se establece, secc. 9.2.1, a partir de los diagramas de sensibilidad
estáticos correspondientes al modelo de un grado de libertad,
ec. (5.17,18, y 22) y al sistema real (perturbaciones o técnicas numéricas).
La correspondencia se establece cuando ambas imperfecciones proveen la misma
carga estática crítica. El Ejemplo 1 .gráfica este esquema de cálculo y
compara los resultados con los valores de carga dinámica que provee ei
criterio basado en la energía potencial total, mostrando muy buena
correspondencia cuando el diagrama de sensibilidad del sistema real se
obtiene por técnicas numéricas. El esquema descripto debe interpretarse como
un paso intermedio a lo que puede llamarse segunda forma y que consiste en
utilizar las ecuaciones (5.31,32 y 39) en las que en lugar de la
imperfección figura la carga crítica estática correspondiente.
2) Para sistemas con cargas laterales (asociadas con puntos límites), las
cargas críticas dinámicas pueden preveerse también utilizando un esquema de
ja usj
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cuando A1S/A1C —» 0.
b) Cargas Impulsivas: la determinación de cargas críticas impulsivas
utilizando el criterio energético debe llevarse a cabo en dos etapas. En la
primera, se determinan los puntos en los que el potencial del sistema sin
carga presenta valores máximos. Respecto a este punto, en la sección 9.5.1
se muestra como se pueden determinar fácilmente los puntos que satisfacen
dicha condición utilizando técnicas numéricas de continuación. Este esquema
es sumamente útil en el caso de interacción cuando se buscan puntos críticos
que no pertenecen a la trayectoria sobre la que se encuentra la posición de
reposo del sistema. Distintas predicciones a partir de la teoría de
perturbaciones se presentan en la sección 9.5.2.
La segunda etapa, sección 9.5.3, involucra medir la energía que el sistema
posee cuando ha finalizado la carga impulsiva. En el caso de cargas
impulsivas ideales no es necesario integrar las ecuaciones diferenciales de
movimiento, pero cuando se trata de cargas rectangulares, será necesario
integrar hasta el momento en que finalice la carga y evaluar la energía
cedida al sistema.
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C A P I T U L O
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
PARA TRABAJOS FUTUROS
10.1 SÍNTESIS DE LOS DESARROLLOS PRESENTADOS EN ESTA TESIS
En esta Tesis se han estudiado sistemas estructurales sometidos a la
acción de cargas estáticas y dinámicas. La inestabilidad dinámica se ha
investigado teniendo en cuenta las siguientes hipótesis:
a) Los sistemas son no lineales y las ecuaciones de equilibrio contienen
términos cuadrátlcos y cúbicos. El origen de la alinealidad puede ser
cinemática o constitutiva..
b) Los sistemas son conservativos, autónomos y holonómicos y no se ha
incluido el amortiguamiento en el análisis.
c) Se ignora la masa membranal del sistema de tal modo que ias ecuaciones
resultantes no pueden originar resonancias paramétricas.
ó) En un análisis estático, el sistema presenta un comportamiento asociado
con bifurcaciones para uno de los parámetros de carga, AI( y un punto límite
bajo la acción del otro, identificado como A2-
e) En el análisis dinámico, se asume que la carga estática esta controlada
por Aj, mientras que A2 representa una carga dinámica de características
impulsivas: carga escalón de duración infinita (representada por la función
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Heaviside), carga
ideales (representadas por ,a funcién De.ta de Dirac)
estas n^tesis se analiza (capítulos e y
 7) ^ roodelo de ^ grado de
(«*U. al que se
 agregó una carga latera,, utilizado previamente
objetivo
 principal era comprender ,„ cond¡c¡ones baj
tema presentaba un comportamiento inestable y la determinad
cargas
 críticas. En todos ,„ casos tratados ^
rectangulares e impulsivas ideales, es posible encontrar solucione!
-mpre que se garanticen ciertas relaciones entre lo, parámetros
que gobiernan al sistema.
Cuando el sistema es de múltiples grados de libertad (m.g.H ¡as
"°
obtenerse en forma cerrada y debe recurrirse a técnica, de
>c,6n numérica. Sin embargo, pueden utilizarse criterios basados en la
gía potencia! de, sistema que proveen aproximaciones de ,„
' aproximaci6n de los resultados y ,a necesidad o no de resolver
ones diferenciaos depende del tipo de carga dinámica conSiderada.
«a la forma de relacionar los resultados provistos por Budiansfcy
aoff proponiendo los coeficientes e imperfecciones del modelo de un
rt i iibertad mediame un anái¡sis de perturbac¡6n a ^^ * p-osc,ados con bifurcaciones. de ta] fopma ^ ^ mode¡arse
dinámicas esca!6n axiales y estoicas laterales. El tratamiento de
éticas axia.es y
 dinámicas ]aterales
. — — "•— u**« ^AlCJJbiUIl
«««na, de m.g.l de los resultados presentados en el cap. 7 para el
-odelo de u.g.,; dicha aproximaci6n utiliza ,a técnica de perturbaciones
Para eva,uar ,os coeficientes de, modelo equivalente. E, análisis se realiza
a part,r de un punto regular de equilibrio. Los resultados muestran buena
aprox.macian. comparados con los que provee, para carga escalan, e, criterio
basado en la energía potencia, total. Es posible ademas estimar la
ex.stenaa de un comportamiento inestable y los desplazamientos críticos del
sistema.
Estos resudados se pintean a partir de asumir ,as características
estancas de,
 prob;ema, en consecuenc¡ai surg£ ^ ^.^ ^ ^^ ^
«"*> de aproximación que significa asumir esta hiootesi,. cuestian que
depende fundamentalmente de, tipo de carga dinámica ana.izada. Los
resultados de varios ejemplos permiten evaluar las discrepancias en los
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valores de las cargas críticas provistos por los distintos criterios y la
forma en que se manifiesta la inestabilidad en el sistema.
10.2 CRITERIOS PARA LA DETERMINACIÓN DE CARGAS DINÁMICAS
La evaluación de cargas críticas dinámicas puede realizarse utilizando
distintos criterios. A continuación se describen distintos algoritmos que
pueden enunciarse a partir de estos criterios
10.2.1 Integración Numérica de las Ecuaciones Diferenciales
Un primer criterio, conocido como el criterio de Roth-Budiansky (1962),
requiere una integración numérica de las ecuaciones diferenciales para
obtener la respuesta en el tiempo y se basa en la comparación de la
respuesta para distintos niveles de carga. De acuerdo a este criterio se
puede enunciar el siguiente procedimiento;
Procedimiento 1:
Encontrar AD de tal forma que para pequeños cambios en A la
respuesta en Q presente grandes cambios.
Un segundo criterio, discutido por Kounadis y Raftoyiannis (1990) se basa
en la premisa de que la pérdida de estabilidad se manifiesta en una de las
coordenadas que describe el comportamiento. Pueden enunciarse tres
procedimientos equivalentes:
Procedimiento 2:
Encontrar AD para la cual la curva desplazamiento vs tiempo muestra
un punto de inflexión.
En un diagrama de fase pueden representarse las coordenadas del sistema.
Cada una de las coordenadas alcanza el máximo cuando la velocidad se ar.ula
Q! = 0. Este máximo es acotado si además ql < 0. La inestabilidad esta
asociada con la condición ¿jj = 0; entonces
Procedimiento 3:
Encontrar AD para la cual la velocidad y aceleración se anulan.
Una alternativa es definir este criterio a partir de la velocidad de fase
«i ua opesBq orjairao 13 -
z
v notureuip BSJBO e[ amos anb ap
euiaasis ¡a ejauanoua as snb ja ua ouqinnba ap ojund ¡a 3 A" Botosa
E3JBO Bun e opepoSB cuiaiuBJEd [a
 l
y eas lupjeos^ EOIUI^UIQ e3a«3 («
[a ua H3JB3 ap sojjaurpJBd sop uaruoe anb us OSBO [a
ap upisuaiqo EI eaed sotuaiuo soi uBztjaiuis ag
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potencial tota! establece que la carga dinámica A^ satisface las siguiente*
condiciones
V|(Qe.AÍ.A2D) - O ; VÍQe.Af.Aa,) - V(QE,AE,0) « O ; V^Q^.A^) < O
(10.3)
A partir de las condiciones (10.3) se pueden proponer dos procedimientos
para encontrar la carga crítica dinámica:
Procedimiento 6:
Encontrar AD para la cual se cumple VIQ^A^A^) «= VÍQ ,A l (0) sa-
tisfaciendo las restricciones V^Q^ At, Aap)» O y V1J(QC.A1.A20)< O
Este procedimiento surge de la definición del criterio dinámico, ver Fig.
4.6, presentada en la sección 4.3.2 y presupone que la carga A2 permanece
constante mientras se evalúa el potencial para distintos desplazamientos. SÍ
bien es posible utilizar este procedimiento en sistemas de un grado de
libertad, resulta difícil de llevar a cabo en sistemas de m.g.l. Un
procedimiento alternativo (sugerido en el libro de Simitses (1990) fue el
que se implemento para obtener los resultados del capítulo anterior.
Procedimiento 7:
Encontrar AD para la cual se satisface V ¡(QC ,A1IA2D) * O con las
restricciones V(Qc,ApA2D) = V(QE,AE,0) y V^Q^A^A^) < O.
Como demuestran Kounadis y Raftoyiannis (1991), este criterio provee valores
conservativos de la carga dinámica.
b) Cargas Impulsivas y Rectangulares: se establece un valor de energía
crítico asociado con un máximo de la energía potencial del sistema
descargado. Este máximo, en el caso de interacción de cargas, satisface las
siguientes condiciones
VjíQ^A^.O) - O ; VjjíQ^.O) < O (10.4)
y el valor de la energía crítica asociado es
ec = V(QC,AE,O) - VÍQE,AE,O) íio.s)
Para carga impulsiva ideal, puede enunciarse el siguiente procedimiento
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Procedimiento 8;
Encontrar AD para la cual el valor de la energía cinética del
stema en el instante en que finaliza el impulso es igual a la
energía crítica: T{0+) « Sc.
Mientras que para una carga rectangular de duración 7 resulta el
Procedimiento 9:
Encontrar AD para la cuai e] valor del trabajo de la carga dinámica
es igual a la energía crítica: <A2D f, qft)> = gc.
Ambos procedimientos conducen a valores conservativos de la carga
námica. El procedimiento 8 puede llevarse a cabo sin integrar las
uaciones de equilibrio mientras que el 9 requerirá una integración
numérica pero sólo en el intervalo, O * t s T, de duración de la carga
rectangular.
10.2.3 Aproximaciones basadas en la Teoría de Perturbaciones
a) Sistemas con carga axial escalón:
Los primeros trabajos que sugieren el empleo de técnicas de perturbación
para la predicción de cargas dinámicas escalón son los de Budiansky (1967) y
de Elishakoff (1980). Cuando Ja carga actúa en forma estática, el sistema
perfecto presenta una trayectoria secundaria de equilibrio que puede
escribirse en la forma
A1/A1C « ! * a £ + b £2 + ... (10.6)
mientras que el sistema imperfecto muestra un diagrama carga-desplazamiento
gobernado por la relación
VA,c - (£ + a £2 + b €3) / (£ + |) (10.7)
A partir de este modelo, de un grado de libertad, pueden aproximarse cargas
dinámicas para sistemas de múltiples grados de libertad utilizando los
siguientes procedimientos
Procedimiento 10:
. Realizar una expansión a partir del punto crítico de bifur-
cación estático, y encontrar los coeficientes a y o que aparecen en
la ec. (10.6).
1 valor de la imperfección del modelo de un grado de libertad f
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en Í10.'') se determina a partir de la imperfección c del sistema
real que produce el mismo valor de carga crítica estática.
3, La carga crítica dinámica se calcula utilizando las ecuaciones:
(5.31) si a * O, b = 0; la (5.32) si a * O, b * O o ia (5.39) si
a < O, b - O;
Un procedimiento alternativo es independizarse de la imperfección del
sistema real utilizando en su reemplazo la carga crítica estática del
sistema imperfecto
Procedimiento. 11:
1. Realizar una expansión a partir del punto crítico de bifur-
cación estático, y encontrar los coeficientes a y b que aparecen en
la ec. ílO.6).
2. Calcular la carga crítica estática A1S/A1C del sistema
Imperfecto.
3. L-a carga crítica dinámica se calcula utilizando las ecuaciones:
(5.;t9l si a * o, b = 0; la (5.30) si a = 0. b * O o la (5.38) si
a < O, b - 0^
b) Sistemas con carga lateral dinámica!
Se asume que ei sistema alcanza una condición de equilibrio. E,
caracterizado por la condición V^Q^^O) « O. A partir de este punto de
equilibrio se escribe una expansión en términos de la carga estática A2
A2 - x£" qi + Ai21 q?/2! + ¡43) q?/3! (10.8)
en la que se adopta como variable válida de perturbación al incremento, qt.
de la coordenada Ql medida a partir de la posición de equilibrio E.
Procf; dimiento 12:
1. Realizar una expansión estática de la carga A2 a partir del punto
rehilar de equilibrio E.
2. La carga crítica dinámica se calcula utilizando la ecuación
(9.23j. Si en la expansión (10.8) se cumple que X2 > O entonces la
ecuuc.ión (9.23) podrá evaluarse sólo sí se satisface la desigualdad
(9.2-0.
Los procedimientos 10 a 12 permiten obtener aproximaciones de las cargas
críticas qae en el mejor de los casos reproducirán los valores que predice
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el criterio basado en la energía potencial total, es decir que en peñera!
i predicen valores conservativos de la carga crítica dinámica.
O Cargas impulsivas y rectangulares: cuando las cargas dinámica •».'„
o rectangualres, puede utilizarse la teoría de perturbada:*;
aluar aproximaciones de los puntos en los que se satisfacen la,
Condiciones (10.4) y obtener en consecuencia valores también aproximado.
energía crítica (10.5). Los detalles de las distinas posibilidades
se han presentado en la sección 9.5.2.
10.2.4 Procedimientos Mixtos
A partir de los conclusiones presentadas en e! cap. 9 surge que
la separación de los dos aspectos que gobiernan la inestabi'ide,-
^ternas sometidos a cargas dinámicas, los puntos críticos y la 1'cnn*
de alcanzarlos y
los criterios anteriormente enunciados pueden proponerse proce-
alternativos que conduzcan en forma ordenada a ],
-minacién de las cargas críticas dinámicas exactas. Para wrj«
dinámicas escalón se puede utilizar el siguiente
Procedimiento 13:
- Determinar los desplazamientos críticos y la carga que satisfagan
las condiciones
|A(0)=0 ; V1J(Qc.Af.Azc}<0
Í10.9J
os resultados que provee la (10.9) se observa que:
carga así determinada resulta un límite inferior de la cargü
lea. es decir, se satisface A2cs A2D. La igualdad se presera,!
ando, bajo carga dinámica, el sistema puede describirse utilizar.,*,,
una única coordenada.
Una integración numérica de las ecuaciones de equilibré
utilizando la carga crítica A2C provista por la ec. (10.9) muesca
Amiento caótico en el que cada coordenada puede alcanzar y aur
írar el desplazamiento crítico provisto por la solución de la*
10-9); sin embargo esto no ocurre simultáneamente en todas la<
:oordenadas, salvo cuando el sistema puede ser considerado de ur
grado de libertad.
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2. La carga dinámica exacta debe encontrarse por integración
numérica de las ecuaciones diferenciales teniendo en cuenta que
a) Debe adoptarse un criterio de convergencia para evaluarla ya que
para cargas dinámicas suficientemente superiores a A2C se puede
encontrar que el comportamiento inestable presenta la siguiente
característica
*A (y ) > 2A (7 ) > ...> nA (ff ) > A7 y y < ??-..< 7 (10.1O)
en la que ^OV representa a una carga para la cual el sistema
presenta un comportamiento inestable. ?, puede adoptarse
considerando el instante en que todas las coordenadas alcanzan un
desplazamiento mayor o igual al crítico, qj(^j) * qjc- Entonces, la
carga dinámica exacta debe entenderse como un límite
A2D = lim %(?„) ?n —> « (10.11)¿u ¿ n 
b) Durante el proceso descripto por la (10.10) se observa que cuando
el sistema oscila en las proximidades de los desplazamientos
críticos definidos por las (10.9) resulta
q—_» o y q —> O cuando 7n —» « (10.12)
Para cargas impulsivas y rectangulares resulta el siguiente
Procedimiento 14:
1. Determinar los desplazamientos críticos que satisfagan las
condiciones (10.4).
2. Evaluar la energía crítica según (10.5)
3. Determinar límites inferiores de las cargas dinámicas utilizando
los procedimientos 8 y 9.
4. Las cargas críticas exactas deben evaluarse por integración
numérica en forma similar al punto 2 del procedimiento 13.
10.3 ASPECTOS ORIGINALES
Entre los aspectos originales pueden destacarse los siguientes:
a) Las expresiones de las condiciones críticas de desplazamiento y velocidad
para sistemas de u.g.l bajo cargas impulsivas.
b) El análisis de las condiciones de existencia de los puntos críticos en
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sistemas de u.g.l. para interacción de cargas bajo carga axial estática y
lateral dinámica y la determinación de expresiones analíticas de los
• diagramas de interacción de cargas.
c) La utilización en sistemas de u.g.l. del procedimiento semi-analítíco
para la determinación de cargas dinámicas escalón utilizando el método
variacional incremental.
d) Si bien en los trabajos de Budiansky (1967) y Elíshakoff (1980) están
explícitas, en la formulación del modelo de u.g. 1., la utilización de
técnicas de expansión estáticas; no existe, en conocimiento del autor,
una presentación sistemática de la obtensión de los coeficientes e
imperfecciones del modelo de u.g.l. a partir del sistema de m.g.l.
utilizando la técnica de perturbaciones. Estas expansiones deben
realizarse a partir del punto crítico de bifurcación del sistema perfecto
y permiten obtener aproximaciones de las cargas críticas dinámicas
escalón axiales utilizando (procedimientos 10 y 11) los resultados
obtenidos por estos autores.
e) La utilización de la teoría de perturbaciones a partir de puntos
regulares de equilibrio (procedimiento 12) para predecir cargas dinámicas
escalón en sistemas asociados, bajo carga estática, con puntos límites.
Las predicciones se realizan a partir de establecer una semejanza entre
los coeficientes de la expansión y los que resultan en el modelo de
u.g.l. utilizado para el análisis de la interacción de cargas (cap. 7).
La teoría permite también preveer aproximaciones a los desplazamientos
máximos críticos.
Los puntos d y e permiten ampliar el alcance de los resultados que
pueden preveerse utilizando la teoría estática de perturbaciones.
f) La separación, en la determinación de cargas críticas, de las condiciones
críticas (estático) y la forma (dinámica) de alcanzarlos.
h) El concepto de límite involucrado en la determinación de las cargas
dinámicas y el comportamiento dinámico en las proximidades de los puntos
críticos.
10.4 RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS FUTUROS
Las recomendaciones para trabajos futuros pueden enmarcarse entre las que
aceptan las mismas hipótesis (en el modelado de los sistemas) que las
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A P N D I C E
EL, MODELO DE BUDIANSKY
A.l Ecuación de Equilibrio
En la Fig. A.l se muestra el modelo que consta de dos barras rígidas
iguales articuladas, restringidas por un resorte no lineal cuya fuerza
depende no linealmente del desplazamiento:
F(x) * k x + k x2 + k x3
(A.l)
a   b
6 F(x) - 'k L [ -£- + a f-jÜ + b f-jLl 1
*-»
en la que a = k6L/k y b = kftL Vk son coeficientes adimensionales que miden
la influencia de los coeficientes de rigidez del término cuadrátíco y cúbico
respecto del término lineal.
La masa del sistema, m, se ha concentrado en la articulación cer.tra! y
representa la inercia del modelo en la dirección de la carga transversal.
Las ecuaciones cinemáticas permiten determinar el descenso, ¿/^ de la
carga en función del desplazamiento de la masa
¿ = 2 L (eos tf ~ eos y)
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- (X t x)2/ L2n
Fig. A.l - El modelo de Budíansky.
y reteniendo sólo los términos más significativos se tiene
(x + x)z
— + Oíx4) (A.2)
en la que x representa la imperfección del sistema. Las ecuaciones (A.l) y
(A.2) permiten obtener la energía potencial total del sistema
V(x,A) = J Fíq) dq - A AA (A.3)
y la ecuación de equilibrio dinámico resulta de la ecuación de Lagrange
d f d£
tít l 0*
.:.
= O
en la que £ es el lagrangiano definido como
£ = T - V
2
(A.4)
(A.5)
en la que T es la energía cinética T = 1/2 mx* del modelo y V es la energía
potencial total definida en la ec. (A.3). Reemplazando (A.5) en (A.4) y
operando resulta la siguiente ecuación de equilibrio dinámico
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-
e/u2 + £ + a £*+ b C3 - 2 A (? + O / U- = O ÍA-6)
en la que
w » (k/m)1/: es la frecuencia natural del sistema lineal no amortiguado
asociado a la ec. (A.6).
£ " x/L es el desplazamiento adimensionalizado medido a partir de i a
imperfección del sistema.
^ = x/L es la imperfección adimensional del modelo.
A.2 Comportamiento Estático
La comparación de las ecuaciones (A.l) y (A.6) muestra que en la obtención
de esta última se han despreciado las contribuciones no lineales, ver ec.
(A. 2). de la cinemática del sistema, es decir, que la no linealidad proviene
solamente de la ecuación constitutiva no lineal {A.l}; esto, sin embargo, no
constituye ningún impedimento para tratar los problemas en los que, a la
inversa del presente caso, la no-lineaiidad proviene de cinemáticas no
lineales y ecuaciones constitutivas lineales, hipótesis propias de sistemas
estructurales con grandes desplazamientos y pequeñas deformaciones.
El comportamiento estático está regido por la siguiente
V^ = £ + a €2 + b C3 - 2 A (? + O / kL = O ÍA.7)
en la que el subíndice indica derivación conforme a la nomenclatura
utilizada en el Cap. 3. Cuando el sistema es perfecto (£=0), la ec. (A.7)
presenta dos trayectorias de equilibrio. La fundamental o primaria
ÍA.8)
y la trayectoria secundaria
l + a £ + b ^ 2 - 2 A / k L = 0 (A.9)
El valor de la carga crítica de modelo, /vCi se obtiene evaluando 1'^  sobre
la trayectoria fundamental, lo cual conduce a
V = 1 + 2 a * 3 b S2 - 2 A / kL = O (A.10)
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Ac = kL/2
que permite reescribir la ec. ÍA.9) en ia forma
A/A = 1 -t a
(A. l l )
(A. 12)
A continuación se presenta el significado geométrico de la ec. (A. 12), En un
diagrama desplazamiento-carga (£-A), la trayectoria secundaria del sistema
perfecto representa una parábola. La ecuación de esta curva en un sistema
coordenado x-y es el siguiente;
(x - xvr - 4 f (y - yv) (A. 13)
en donde x e y representan las abscisas y ordenadas de la curva, xv e yv son
las coordenadas del vértice y / el valor de la ordenada del foco, medida a
A/AC
-a/(2bj
Fig. A. 2 - Bifurcación Asimétrica
:
partir de yv. Dividiendo la ec.(A12) por b y completando el cuadrado con el
término f&/(2t>)]2 se obtiene la misma forma de la (A.13):
2T ) = -5" -fe" ' ]
(A.14J
de la que se desprende que el vértice de la trayectoria poseerá coordenadas:
a oioajjad Euiaisjs \d
«un *uasanui -Z'V *U *H '0>Q 'saiqBjsaut o
sauoioBoanjiq uauaii as 'o=e 'OUEJ;UOO OSEO 113 •
acip as Bjn^onjasa v\ SOSEO SSIBI ua :etnu ou Espsqe auaja
ET ap aoi;J3A ia 'aisixa s^uaiDtwoD 3}S3 opugno snb anSis as (^-y) B{
 3
P
X ¡I =
 D
v/V opireno EiJOiosjíeJí EI ap aiusipuad BJ
anb eJissnuí (ZfV)'^
 E
!
 U3
 ' ^I^P/VP ^P u9pBnIBA3 BJ 'otilan aod 'o<q
is ouiiutuí p í BiJepunoas EiJOiDaXeJí BI sp OUJIXBUI p ejeauasajdaj
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A P É N D I C E B
SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS
En el estudio de la respuesta de sistemas bajo carga rectangular aparecen
integrales elípticas vinculadas al cálculo del tiempo de aplicación de la
carga rectangular crítica. Estas integrales tienen la forma
i ft Z b z3 t c z2 + d z
-1/2
ÍB.l)
en la que a,b,c y d son constantes. La particularidad de estas integrales es
que el integrando se hace infinito en el origen lo que hace que la
integración, utilizando cuadratura de Gauss en forma convencional, necesite
de muchos puntos para converger. Un mejor comportamiento se obtiene
introduciendo el siguiente cambio de variables
• 2 (1 - X) »
de tal modo que (B.l) puede expresarse como
(B.2)
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con
•• *
J <i>(z) dz = J <p(x] ( 1 - x )
o o
"*
 2
dx
. •.:
(B.3)
(B.4)
La segunda integral en (B.3) se encuentra utilizando las siguientes
expresiones tomadas de la tabla de Abramowitz y Stegum (1965)
n
I* f>(x) ( 1 - x )~ l 2 dx = £w, yíXi) + Rn (B.5)
i . .
en la que la abscisa x¡ de evaluación se obtiene utilizando la i-esima raíz
positiva, Tjj, de los polinomios de Legendre de orden 2n
(B.6)
0.30
0.275-
0.25
 1
0.225-
0.20 -
0 .175 -
0.15
(2)
i
2 4 6 8 10
íl
Fig. l.B - Convergencia de la Integración:
(1) Utilizando ec. (B.5); (2) Sin cambio de variables.
Los pesos w¡ en la (B.5) se obtienen a su vez duplicando los pesos de Causs
de orden 2n correspondientes a Jos ceros TJ,
Apéndice B Integrales Elípticas
u, = 2 u (B.7)
El residuo R^ en la (B.5) esta dado por la expresión
t(2n)!l3
4n + 1 I(4n)!l2
La fig. B.l muestra la convergencia del resultado integrando la ec. (B.l)
teniendo en cuenta o no el cambio de variables (B.2). En el primer caso el
resultado muestra coincidencia en las primeras 9 figuras a partir de r.=2,
mientras que la integración convencional y con n~10 recién alcanza
coincidencia con la tercer figura del resultado.
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A P É N D I C E
INTERACCIÓN DE CARGAS ESTÁTICAS Y D I N Á M I C A S
EN SISTEMAS CON NO UNEALIDADES
CUADRÁTICAS Y CUBICAS
C.l Introducción
En la sección 7.6 se analiza la estabilidad de los puntos críticos. Bajo
carga lateral A2 estática o escalón, interesa conocer la posición relativa
del punto crítico respecto a la posición de reposo (£ ), mientras que para
carga rectangular, directamente se estudian las condiciones bajo las cuales
se satisface la desigualdad (7.33). Cuando el sistema es perfecto (£ = 0)
este estudio se puede 'realizar en forma analítica:
C.2 Sistemas perfectos inicialmente en reposo sobre y, l£~= 0)
a) a < O, b > O:
-Bajo carga A2 estática y escalón es inmediato verificar que los dos
puntos críticos que determinan las ec. (7.8) y (7.15) están situados a la
derecha de y¡, ( k j = 1-A,/A|C; k2 = a).
-Bajo carga A2 rectangular la desigualdad (7.33) se satisface sólo para
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el signo positivo si se verifica la desigualdad ja R í / 2 j > ¡b R|;
elevando al cuadrado y dividiendo por b2R se llega a:
> I R I = f f I ' - .4 f l -^-
I b J b I A.» (C.l)
b) a <> O, b < 0:
-Bajo carga A2 estática se presentan puntos críticos a la derecha e
izquierda de ^  ya que los puntos críticos £st, ec.(7.8), representan una
parábola en el plano Aj~£, ver ec. C.5. Para carga escalón se observa en
la ec. (7.15) que
4 k2
Tb" (Tb) 8 k3 b
por lo que también existen puntos críticos a la derecha e izquierda de
-Bajo carga rectangular ambos puntos críticos son inestables ya que se
verifica la desigualdad [b K T a R ] < 0; si se considera el punto
crítico situado a la derecha de ^l (positivo en ec. (7.18) y negativo en
ec. (7.33)), la desigualdad se satisface inmediatamente ya que bR < O y
aR > 0. Para el punto crítico situado a la izquierda de ?j se debe
1 / 2
mostrar que |bR| > |aR I lo que se verifica en modo similar a lit
obtención de la ec. (C.l).
C.3 Para sistemas perfectos inicialmente en reposo sobre
a) a < O, b > O:
- Si la carga transversal A2 es estática se cumple
< E con >
 ° <c '3)
La trayectoria secundaria ?2 esta representada por la parábola (ver
apéndice A, ec. (A.12) y ( A . 1 4 ) )
AJ/A IC (C.4)
cuyo vértice tiene coordenadas £v = -a/(2b), AV/A1C = [1-a /(4b)]; y la
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curva representativa de los desplazamientos críticos, ec. (7.8), tambifrr
es una parábola
A,/A lc = 1 + 2 a Cc + 3 b (C.5
con vértice £cv= -a/(3b), ACV/A,C = [1-a /(3b)]. Cuando el coeficiente
b > O las ramas de las curvas (C.4) y (C.5) son ascendentes y el vértice
de (C.5) se sitúa por debajo y a la izquierda del vértice de (C.4). Las
dos parábolas se intersectan en los puntos de coordenadas £ = Ü,
AI = A1C; y £E = £v* Aj = Ay (vértice de g>2). Los puntos de equilibn ,
estables se sitúan en la rama derecha de ?2 y por lo tanto se verific¡.
desigualdad (C.3).
- Bajo carga A2 escalón se cumple
ZH < O (C.6)
De las dos raices de (C.4), la que esta asociada a ?2 es
'9-2 2 b Í--1L b Alc J
1/3
(C.7)
en donde Ai es la carga axial medida a partir del vértice de y2,
" 2Ai = A j - [1-a /(4b)] A,c. Reemplazando (C.7) en las ec. (7.12) se
obtiene
A, ..1/2
(C.8)
(>'
Ai ( I i ^k, = 2 — - a I - *—
A lc L b Alc J
k, = - - + 3 í b A,r
Para valores dea < Oyb > O se tiene k, > O y k2 > O y reemplazando f h
ec. (7.15) se observa que se satisface la (C.6).
- Para carga A2 rectangular la desigualdad (7.33) se satisface sólo partí
el signo negativosi se cumple la desigualdad | k2 R > |b R | ; en fo rma
análoga a lo hecho para obtener la ec. (C . l ) se llega a
(T) R| = (-
 k2 Y 4
TJ " 5 (C.10)
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que se satisface ya que k| > O según la ec, (C.8).
b) a > O, b < O:
- A2 estática: las ecuaciones (C.4) y (C,5) son también válidas en este
caso, por lo que existirán puntos críticos a la izquierda y derecha de la
trayectoria estable y2.
- Bajo carga escalón se cumple ZH > < O lo que se muestra en forma
similar al caso C.l.b.
- Bajo carga A2 rectangular los dos puntos críticos son inestables si se
1 /"? 2
satisface ¡b R| > | k2 R ' |. Elevando al cuadrado y dividiendo por b R
( k2 I2 4 f k2 1
T. -B 1 " * T ( C . l l )
Para satisfacer (C . l l ) es necesario que k j > 0. La trayectoria secunda: ..i
estable esta descripta por la rama izquierda de la parábola (C.4), que
reemplazada en la primera de las ec. (7.12) permite obtener
k j = l /2(bRj + aR¡/2), con R! = (a/b)2 • 4(l-A1/A,c)/b. La carga axial
varía en el rango 1 <Aj/A l c < l-a2/(4b). Debido a que |a R¡ /2 > |b R j |
se cumple k > 0.
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A P É N D I C E D
MODELO DE DOS GRADOS DE LIBERTAD
D.l EL MODELO
En la Fig. D.l se ha esquematizado un modelo de dos grados ce libertad que
consta de tres barras rígidas de longitud L, articuladas restringidas por
dos resortes flexionales C, y C2 que se asumen lineales y dos resortes no
lineales cuya relación fuerza desplazamiento se toma en la forma
= k (D.l)
(D.2)
Las constantes de rigidez k de los términos lineales se supone positiva y
los no lineales pueden ser positivos o negativos. El desplazamiento del
modelo, 7?¡» se mide desde la posición deformada c "g^. La masa del sistema se
encuentra concentrada en las articulaciones centrales.
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Fig. D.l - Modelo de dos grados de libertad.
D.2 ENERGÍA POTENCIAL DEL MODELO - ECUACIONES DE EQUILIBRIO
D.2.1 Ecuaciones Cinemáticas
a) El descenso de la carga axial se calcula a partir de las siguientes
relaciones
AI 0 =
A20 =
Al =
A2 =
L
2 "
L
- (1
2
L
- (12
L
- (1
2
cos<í>) + L (1 -
L (1 -
- cos<*>) + L (1 - cospj) - Al
L (1 - cos/3,) - A2,
ÍD.3)
(D.4J
(D.5)
(D.6)
Los ángulos se relacionan con los desplazamientos según
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sen<f> = e(g2 - gj)/L = e(g2 - g^; sen4> = (Q2 + e g2) - (Q, + e g,í (D.7)
i = e g¡ i senpj = g¡ + QÍ (i = 1»2) (D.8)
en las que se han adimensionalizado los desplazamientos e imperfecciones
haciendo Qi = ~Oi/Ly gi = g£/L. Los cosenos en (D.3-6) puedenexpresarseen
función de los senos (D.7-8) utilizando la conocida relación
cosa = (1 - sen'a)1'2 (D.9)
Utilizando las (D.7-9), reemplazando en (D.3-6) y reteniendo sólo términos
significativos resulta
(Al + A2)/L = 2 e (Q! gj + Q2 g2) - e (Q, g2 f Q2 g,) - Q}Q2 + v ^ ;
+ Qa - (Qi Oj + Q2 Qi>/2 + (Qt + Qz + 3 Q? Qj)/4 ;D*10»
b) El giro relativo de las barras (ój,S2) se determina mediante
6, = O, - </>) - (P, - 5) ÍD.ll)
62 = (pa + < ( > ) - (£2 + 0) (
Las aproximaciones a los ángulos iniciales se obtienen utilizando las
primeras expresiones de las ec. (D.7-8)
5 = c <ga - g,) ; Vi = e gi (D.I3)
mientras que los ángulos <í> y Pt pueden obtenerse utilizando la expresión que
vincula al ángulo con su seno
a a sena + sen3a/3! + 9 senSa/5! + ... (D.14)
en conjunción con las segundas en (D.7-8).
D.2.2 Energía Potencial del Sistema
La energía potencial del sistema se expresa
V = V. + Vh + Vr + Vf + VA + VA (D.15)k j k2 C t C2 A, A2
en la que los primeros cuatro términos representan el potencial elástico y
los dos últimos el potencial de las cargas.
a) El potencial de los resortes cuyas relación fuerza desplazamiento está
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dada en Irs (D.l-2) es
1 1 -2 * 1 -3
"' ~ 2 ' ' 3 2 > +
I n _^ 1 -í ^
17 ^ L- 7T _i_ 1 7^
k2 - - 1 2 - 2 2
b) Para los resortes flexionales se tiene
1 ,
Vc r - 6, C. ; Vri 2 2
1 i ^
4 3 '
1
 2, ,H»
_ J^ Q.
4
1 •>
= - 5; c2 - (D.18)
con los giros obtenidos según (D.1J) y (D.12). Operando y reteniendo
términos significativos resulta
1 f ^ 4 8
 3 2 2 2Vr = - C, - Oí - - Qi Q-> + 3 O, o: + 4 O,c,
 2 i ^ 3 i 3 i 2 1 2 i
- - O, Q¡ - 4 Q, Q2 + - Q* + Q2 ] (D.I9)
J 3 J
1
 ( 4 4 8 3 2 2 2Vc2 = - C2 [ - Q24 - - QÍI Q, + 3 Q2 Qj + 4 Q2
5
 3 1 4 2 1
- - OT Qi - 4 Q, Q, + - O? + O, I (D.20)
3 ' 3 J J J
c) El potencial de las cargas se obtiene fácilmente
VAj = - A, (Al + A2) (D.21)
VA = - A2 (f j ^ + f2 §2) (D.22)
con Al y A2 dados por la ec. (D.10).
D.2.2 Ecuaciones de Equilibrio del sistema
Las ecuaciones de equilibrio pueden obtenerse a partir de las ecuaciones
de Lagrange (ec. A.4) utilizando como lagrangiano a £ = T - V en la que F
es la energía cinética
T
1
 ( ^ ^ }
= - m, Q, + m2 Q2 (D.23)
y Fes la energía potencial total definida por la ec. (D.15), Las ecuaciones
Apéndice D Modelo de Dos Grados de Libertad 227
•
de equilibrio resultan
mi §i + vi = ° * = 1*2 (D.24)
en la que el subíndice en V indica derivación respecto a la variable "$,:
V, = ['*, L + 4 -1 + -! - 2 A,) Q, - [2 -1 + 2 J - A,] Q2 + 'k, L2 Q* +
3 8 Cl 2 C2 -1 3 (- 5 Cl 4 C2 Al >
+ 'k, L3+ -- + -- -A, Q] - -- + -- - — Q2 +
I 3 L 3 L 1J I 6 L 3 L 2 J
( ci C2 3 -\ r ci 5 C2 3 -\ ,3 — + 3 — - - A, O, Qj - 4 — + ---- A, Q¡ Q, -L L 2 ] J V L 2 L 2 1 J
- A! e (2 g, - g2) - A2 f, ÍJ.25)
V2 = pk, L + 4 -1 + -i - 2 A,j Q2 - [2 J. + 2 J - A,j Q, + *k2 L2 Q22 +
3 8 C2 2 Cl f 5 C2 4 Cl Al -\ ,
+ % L3+ -- + -- - A, Qj - -- + -- - — Q¡ +
I 3 L 3 L 'J 1 6 L 3 L 2 J
ci C2 3 -v C2 5 c
3 — +3 — - -
*-* 3 \ i f ^2 i wl 3 -\ ,
  - A, Q, QÍ - 4 — + - A, Q, Q: -
L 2 l J 2 l ( L 2 L 2 l J ' 2
- A, e (2 ga - g,) - A3 fa (D.26)
Las ecuaciones de equilibrio (D.24) se pueden adimensionalizar refiriendo
las cargas del sistema a una carga característica que en general es la carga
estática de pandeo. Para el presente modelo se adoptará la carga axial
crítica del sistema perfecto (E = A2 = 0). En este caso la trayectoria
fundamental ^j es
Q, = Q2 = O (D.27)
La carga crítica se calcula a partir de resolver el problema de valores
propios (3.10). Existen valores no nulos del desplazamiento a partir del
punto crítico si se satisface
det V M J | = O (D.28)
~i
Derivando nuevamente las (D.25) y (D.26), teniendo en cuenta las (D.27) e
introduciendo las siguientes relaciones entre los coeficientes lineales de
las rigideces
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C, = C2 = C ; 'k, = 2 k j = C/L2
la (D.28) conduce a la siguiente ecuación característica
r C I2 f C i2
6 - - 2 Aj - A, - 4 - = 0
que provee las siguientes cargas críticas
AJ C . 2 -
J-f
A lc .
10 C
(D.29)
(D.30)
Las frecuencias naturales de vibración del sistema lineal, sin carga,
asociado con la ec. (D.24) se obtienen resolviendo la ecuación
característica:
/• c 2 i2 f c i2(6 -. . - ( 4 - =0 (D.32)
en la que se ha tomado /TÍJ = m2 ~ m y cuya solución conduce a las dos
frecuencias naturales
w - 2
C
L3ra
Cj - 10 -
L2m
(D.33)
Finalmente se adopta la siguiente escala de tiempo
y = (ü t (D.34J
de tal forma que d2( }/dt2 = oj d2( j/dT2- Entonces, introduciendo las
ec. (D.29), dividiendo por la menor carga crítica (D.31) y utilizando las
(D-33) y (D.34), las ecuaciones de equilibrio adimensionaJes resultan
/ • 1 3 1 Ai
I 12 2 X^
A,
13 3
e (2 g j - g 2 ) - f, = O (D.35)
ic L J C
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13 1 A, , 3 A, , 13 3 A
AI A3
- e (2 ga - g,) f2 = O (D.36)Aic A,c
en las que se han utilizado las siguientes definiciones
K L> K L
ai = - ; a2 = - (D.37)
Aic
L3 5 2k3 L3 5
+ - ; b2 = - + - ÍP.38)
Alc 3 A1C 3
de tal modo que los coeficientes ai y bi miden la influencia de los
coeficientes de rigidez cuadráticos y cúbicos de los resortes no lineales
definidos en (D.l-2).
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